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Einleitung

Liebe Studierende,

die Vorlesung Physik III behandelt die Themen Optik, Quanten- und Atom-
physik, und statistische Physik. Dabei liegt der Fokus der Vorlesung darauf
ihnen eine grundlegende Einfiihrung in diese Themen aus der Sicht der Expe-
rimentalphysik zu geben. Dabei lassen wir uns haufig bei der Entwicklung der
Grundlagen dieser Gebiete von experimentellen Beobachtungen leiten. In der
Vorlesung fithren wir zu diesem Zweck eine Anzahl von Demonstrationsexperi-
menten durch und diskutieren diese ausfiihrlich.

Experimentelle Untersuchungen zu den Eigenschaften von elektromagneti-
scher Strahlung kénnen uns als ein moglicher Leitfaden durch die Themen dieser
Vorlesung dienen. Zur Einfiihrung betrachten wir hier eine Reihe von experi-
mentellen Situationen bei denen grundsétzlich verschiedene Eigenschaften von
elektromagnetischer Strahlung zu Tage treten.

Wenn zum Beispiel Licht einer gut lokalisierten weit entfernten Quelle auf ein
Objekt fallt, so wirft dieses einen scharf umrandeten Schatten auf einen Schirm
der zur Beobachtung des vom Objekt gestreuten Lichts aufgestellt wurde. In
diesem Fall kénnen wir im Rahmen der geometrischen Optik, in der wir Licht
als geometrische Strahlen betrachten, die Eigenschaften der auf dem Schirm
beobachteten Abbildung verstehen.

Wenn nun in einem #hnlichen Experiment das selbe Licht auf ein kleines
rdumlich begrenztes Objekt fillt, dann beobachten wir, dass das Schattenbild
auf dem Schirm nicht mehr scharf begrenzt ist, sondern signifikante Modulatio-
nen in der Intensitit aufweist.

In diesem Fall zeigen beide Experimente in denen jeweils Licht der selben
oder einer sehr dhnlichen Quelle auf ein absorbierendes Objekt fallt sehr unter-
schiedliche Ergebnisse. In der Experimentalphysik ist es grundsétzlich wichtig
eine klare Vorstellung von der experimentellen Situation zu entwickeln, unter
der ein gewisses physikalisches Phanomen beobachtet wird. Zur Erklarung des
jeweiligen Experiments versuchen Physiker dann ein moglichst einfaches und
korrektes Modell zu bestimmen, welches die Beobachtung korrekt beschreibt.

Im ersten beschriebenen Experiment reichen die Prinzipien der geometri-
schen Optik aus, um das beobachtete Phanomen gut zu beschreiben und basie-
rend darauf tragfihige Vorhersagen zu treffen. Beim zweiten Experiment tritt
auf relevante Art und Weise hervor, dass Licht sich wie eine elektromagnetische
Welle verhélt, die an einem Objekt gebeugt wird. Auf Grund des Phdnomens der
Interferenz fiihrt dies auf dem Schirm zu grossen systematischen Verdnderungen
der beobachteten Intensitéat. In diesem Fall tritt also der Wellencharakter des
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Lichts in den Vordergrund.

Solche Aspekte des Strahlen- und Wellencharakters des Lichts werden im
Optik Teil der Vorlesung diskutiert.

Wenn das Licht nun aber, statt mit einem gewohnlichen Schirm aufgefan-
gen zu werden, mit einem besonders empfindlichen Detektor gemessen wird,
kénnen auch noch weitere wichtige Eigenschaften zu Tage treten. Zum Bei-
spiel fithrt das Auftreffen von Licht geniigend hoher Frequenz auf eine metal-
lische Oberflache zur Auslosung von einzelnen Elektronen. Solche Experimente
zu dem sogenannten Photoeffekt, bewegten Einstein dazu vorherzusagen, dass
elektromagnetische Strahlung nicht nur Wellencharakter, wie man ihn in Beu-
gungsexperimenten beobachten kann, zeigt, sondern dass diese Strahlung auch
Teilcheneigenschaften besitzt. Diese Teilchen der elektromagnetischen Strahlung
werden Photonen genannt. Beobachtungen des Teilchen- und Wellencharakters
von elektromagnetischer Strahlung waren enorm wichtig bei der Entwicklung
der Quantenmechanik.

Ob nun Teilchen- oder Welleneigenschaften des Lichts zu Tage treten héngt
von den FKigenheiten des Experiments ab. Mit Licht kann man Experimente
durchfiithren, die sowohl Wellen- als auch Teilcheneigenschaften des Lichtes in
der selben Apparatur zeigen. Zum Beispiel ist es moglich mit einem sehr schwa-
chen Lichtstrahl die Position des Auftreffens jedes einzelnen Photons auf einem
Schirm zu detektieren, nachdem das Licht durch einen Doppelspalt getreten
ist an dem Beugung auftritt. Dabei zeigt sich zunéchst der Teilchencharakter
des Lichts. Tragt man aber nun die Positionen der aufgetroffenen Photonen in
einem Histogramm auf, so beobachtet man das von der Beugung aus der Wel-
lenoptik bekannte Interferenzmuster. Die Quantenmechanik wurde Anfang des
20. Jahrhunderts entwickelt, um zum Beispiel solche Phanomene erkldren zu
konnen.

Interessanterweise verhélt sich nicht nur elektromagnetische Strahlung unter
gewissen experimentellen Bedingungen wie ein Strom von Teilchen, sondern auch
massebehaftete Teilchen, wie z.B. einzelne Elektronen, einzelne Atome oder gar
noch massivere Objekte, zeigen Welleneigenschaften. Dies tun sie nicht nur in
Experimenten, wie beim Doppelspalt, sondern in vielen andern physikalischen
Situationen. Die Quantenphysik bildet dabei die Grundlage auf derer wir die
Welleneigenschaften von Teilchen nutzen, um die Eigenschaften von Atomen zu
erkldren, zum Beispiel, dass einzelne Atome nur Licht bestimmter Frequenzen
aussenden. In diesem Zusammenhang lassen sich mit Hilfe der Quantenphysik
die Eigenschaften von Atomen im Rahmen der Atomphysik erklaren. Die Ein-
fiihrung in die Grundlagen der Atomphysik nimmt in dieser Vorlesung einen
wichtigen Platz ein.

Die Quantenphysik selber konfrontiert uns mit vielen neuen und interessan-
ten Situationen, die wir heute anhand von Experimenten im Labor detailliert
untersuchen kénnen. Dabei ist es uns moglich Experimente mit einzelnen mikro-
skopischen Teilchen durchzufiihren, die vor hundert Jahren noch reine Fantasie
gewesen wiren. Zum Beispiel wird Erwin Schrodinger zitiert gesagt zu haben,
dass es dhnlich erfolglos sein wiirde Experimente mit einzelnen Atomen durch-
zufithren wie zu versuchen Ichthyosaurier im Zoo zu ziichten. Heute werden
solche Experimente in vielen Labors weltweit durchgefiihrt und helfen uns nicht
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nur die Quantenphysik besser zu verstehen sondern auch neue auf der Quan-
tenphysik beruhende Technologien, wie zum Beispiel den Quantencomputer, zu
entwickeln.

Bei der Erklarung der Interferenz einzelner Teilchen an einem Doppelspalt,
stosst man zum Beispiel auf Aspekte, die einem schwer fallen mit den eige-
nen Erfahrungen aus der klassischen Physik in Einklang zu bringen. Bei die-
sem Experiment scheinen einzelne Teilchen auf dem Schirm aufzutreffen und
dort detektiert zu werden. Auf welche Art und Weise diese Teilchen nacheinan-
der einzeln durch beide Spalte des Doppelspalts treten konnen, so dass dabei
trotzdem Interferenz auftritt, scheint auf den ersten Blick ungewthnlich. In der
Quantenphysik betrachten wir héufig solche ungewdhnlichen Situationen, die
unseren klassischen Erfahrungen widersprechen.

Eine besondere Situation ergibt sich auch in dem Gedankenexperiment, wel-
ches heute unter der Bezeichnung Schrédinger’s Katze bekannt ist. Dabei hat
Schrodinger die folgende, aus seiner Sicht absurde Situation beschrieben. Er be-
trachtete dabei eine Katze, die sich in einem abgeschlossenen Kasten befindet,
der fiir den Beobachter nicht einsehbar ist. In dem Kasten befindet sich ein Me-
chanismus, der die Katze totet, wenn ein einzelner radioaktiver Kern nach den
Regeln der Quantenphysik zerféllt. Dies fiihrt zu der ungewdhnlichen Situation,
dass bevor der Beobachter den Kasten 6ffnet, um das Schicksal der Katze zu
iiberpriifen sich diese in einem unbestimmten Zustand befindet. Die Katze ist
entweder noch lebendig, wenn der Kern noch nicht zerfallen ist oder sie ist nicht
mehr lebendig, wenn der Kern bereits zerfallen ist. Dieses Phdnomen ist in der
Quantenphysik unter der Bezeichnung Verschriankung bekannt. Wir werden eine
Reihe solcher und &hnlicher Phéanomene im Rahmen dieser Vorlesung erkunden.

Im Rahmen der Vorlesung werden wir des weiteren Aspekte der statistischen
Physik erkunden. Diese sind auch im Kontext der Entwicklung der Quantenme-
chanik von grosser Bedeutung. Bei der Untersuchung der von heissen Kérpern
ausgesandten elektromagnetischen Strahlung, fiel zum Beispiel auf, dass deren
Spektrum eine bestimmte universelle Frequenzabhingigkeit zeigte, die sich nicht
klassisch erklédren liess. Max Planck und Albert Einstein konnten diese Beson-
derheit des Spektrums erkldren, in dem sie die Strahlung beschrieben als be-
stehend aus einer Verteilung von Photonen spezifischer Frequenzen, die nur von
der Temperatur des strahlenden Objekts abhéngt. Dabei ist es relevant, dass die
Photonen Teilchen mit quantenmechanischen Eigenschaften sind. Die statisti-
sche Verteilung solcher Teilchen auf die verschiedenen méglichen Energien wird
in der statistischen Physik unter Beachtung der klassischen und quantenme-
chanischen Eigenschaften der Teilchen ergriindet. Mit Hilfe solcher statistischer
Untersuchungen lassen sich die Eigenschaften z.B. von Gasen, von Photonen des
Lichts und von Elektronen in Festkorpern erkléren.
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Kapitel 1

Optik und optische Instrumente

Licht oder allgemein elektromagnetische Wellen sind eines der wichtigsten Hilfs-
mittel zur Untersuchung der Natur. Daher spielt Licht eine entscheidende Rolle
in der Biologie, der Chemie und insbesondere auch in der Physik. Aus diesem
Grund befassen wir uns mit der Optik, dem Teilbereich der Physik, der sich mit
der Ausbreitung von Licht und mit der Wechselwirkung von Licht mit Materie
auseinandersetzt.

In der klassischen Elektrodynamik wird elektromagnetische Strahlung (Licht)
erfolgreich als Wellenphédnomen beschrieben. Die Maxwell-Gleichungen erlauben
es eine grosse Anzahl von Beobachtungen prézise zu erkldren. Ein klassisches
Beispiel ist die Beugung von Licht an einem Einzelspalt oder die Interferenz von
Licht an einem Doppelspalt. Diese Phdnomene lassen sich durch die Wellenei-
genschaften von elektromagnetischer Strahlung vollstdndig beschreiben.

Unter bestimmten experimentellen Bedingungen zeigt elektromagnetische
Strahlung jedoch Eigenschaften, die sich nicht mehr mit klassischem Elektro-
magnetismus im Wellenbild erkldren lassen. Zum Beispiel zeigt sich, dass die
Energie, die von einer elektromagnetischen Welle transportiert wird, in Einhei-
ten von einzelnen Photonen quantisiert ist. Des Weiteren kann man beobachten,
dass diese Lichtteilchen, obwohl sie masselos sind, ebenfalls einen Impuls tragen.

Welche dieser Eigenschaften des Lichts nun beobachtet werden, hiangt sehr
spezifisch von den Bedingungen ab, unter welchen Experimente mit Licht durch-
gefiihrt werden.

Zur Einfiihrung betrachten wir anhand eines allgemeingiiltigen experimen-
tellen Aufbaus zur Untersuchung der Eigenschaften von Licht (siche Abb. 1.1)
verschiedene Bedingungen, unter denen Wellen- oder Teilcheneigenschaften von
Licht zu beobachten sind. Der Aufbau besteht zunédchst aus einer haufig als
punktformig approximierten Lichtquelle, die Licht der Wellenlénge A (Frequenz
v) mit einer Intensitat I (Leistung pro Fldche) isotrop (mit denselben Eigen-
schaften) in alle Richtungen des Raumes aussendet. Befindet sich die Lichtquelle
im Brennpunkt einer Sammellinse der Brennweite f, so lédsst sich das Licht hin-
ter der Linse in guter Naherung als ebene elektromagnetische Welle beschreiben.
Héaufig wird dann die Wechselwirkung des so erzeugten Lichts mit einem Objekt
von Interesse untersucht. Dieses Objekt konnte zum Beispiel ein Doppelspalt
sein oder auch ein einfaches kugelférmiges Objekt mit Durchmesser d und Mas-

5
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Lichtquelle Linse

A Abb. 1.1: Typischer Aufbau zur Untersu-

\ é ,fi oo, Objekt chung der Eigenschaften von Licht: Eine

0~ N @ punktférmige, sich im Brennpunkt einer

rf \ m’ D Sammellinse befindende Lichtquelle sendet

? d Licht aus. Nach der Linse trifft dieses auf

ein Objekt der Masse m und der Grosse d

5 / und wird schlussendlich auf einem Schirm

Schirm / Detektor | oder einem Detektor registriert.

se m. Nach der Wechselwirkung mit dem Objekt wird das Licht meistens mit
einem Schirm, oder einem anders beschaffenen Detektor, aufgefangen und die
Intensitét I der detektierten Strahlung als Funktion des Ortes dargestellt.

Bei der Durchfiihrung und Interpretation von Experimenten dieser Art sind
die experimentellen Bedingungen, die mitunter starken Einfluss auf die beob-
achtbaren physikalischen Phianomene haben, ausschlaggebend.

2)

In der geometrischen Optik beschreiben wir das Licht als geometrische
Strahlen, die sich nach einfachen Prinzipien im Raum ausbreiten. Dabei
nehmen wir an, dass die Wellenlénge des verwendeten Lichts A viel kleiner
ist als die Objekte mit denen es wechselwirkt. A\ ist aber typischerwei-
se gleichzeitig gross gegen atomare Langenskalen der relevanten Objekte.
Ebenfalls nehmen wir realistischerweise an, dass die Massen m der im
Experiment verwendeten Objekte so gross sind, dass das mit ihnen wech-
selwirkende Licht keinen nennenswerten Impuls auf die Objekte iibertragt.
Ausserdem ist die Intensitétsverteilung des Lichts nach passieren der Ap-
paratur nur mit endlich grosser Auflésung messbar. Dies fiihrt dazu, dass
Interferenz-! und Beugungsphinomene? in Abhingigkeit von der Wellen-
lénge des Lichts, von den geometrischen Eigenschaften des Strahlengangs
und von der Ortsauflésung des Detektors meist nicht beobachtet werden
kénnen. In einem solch einfachen Fall ergibt sich die Intensitétsverteilung
auf dem Schirm schlicht als geometrisches Schattenbild des Objekts.

In der Wellenoptik betrachtet man den Fall, dass die Wellenldnge A
des verwendeten Lichts von &hnlicher Grossenordnung sein kann wie die
Abmessungen d des Objekts. In diesem Fall treten Interferenz- oder Beu-
gungserscheinungen bei den Experimenten zu Tage, z.B. wenn Doppel-
spalte oder Gitter als Objekte verwendet werden. Bei ausreichend gros-
ser Ortsauflosung des Detektors, z.B. von der Gréossenordnung A, kénnen
Beugungserscheinungen z.B. auch an einem einzelnen kugelférmigen Ob-
jekt beobachtet werden. Dabei bemerken wir, dass die Masse m der im

!Unter Interferenz versteht man die Uberlagerung von zwei oder mehr Wellen nach dem Su-
perpositionsprinzip, d.h. die Wellen iiberlagern sich ohne sich gegenseitig zu beeinflussen.
Mathematisch ausgedriickt heisst das: Die elektrische Feldstérke der resultierenden Welle er-
gibt sich durch Addition der elektrischen Feldstérken der Einzelwellen. Jedoch ergibt sich die
Intensitat der resultierenden Welle nicht aus den Intensitdten der Einzelwellen.

2 Als Beugung bezeichnet man das Eindringen von Wellen in den geometrischen Schattenraum
eines Objekts.
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Experiment betrachteten Objekte immer noch gross ist, so dass der Im-
pulsiibertrag bei der Wechselwirkung mit Photonen vernachléssigt werden
kann. Unter diesen Bedingungen zeigt das Licht klar die Eigenschaften
elektromagnetischer Wellen.

¢) In der Quantenoptik betrachten wir nun die Situation, dass die Objekte,
deren Wechselwirkung mit Licht wir beobachten, kleiner sind als die Wel-
lenlénge des Lichts, d.h. d < A, und die Masse m klein genug ist, so dass
das Licht einen merkbaren Impuls auf das Objekt iibertragen kann. In
diesem Fall werden neue Effekte wie z.B. der Photoeffekt (siehe Kapitel 2)
oder der Compton-Effekt (siehe Abschnitt 4.2) beobachtbar. Beim Photo-
effekt werden durch die Wechselwirkung mit einzelnen Photonen einzelne
Elektronen aus einem Material gelost. Der Compton-Effekt beschreibt die
Wechselwirkung zwischen einem Photon und einem freien Elektron. Es
wird sich herausstellen, dass diese Wechselwirkung analog zur Wechsel-
wirkung zwischen zwei Teilchen, bei der Energie- und Impulserhaltung
gilt, betrachtet werden kann. Hier reicht eine klassische Beschreibung der
Eigenschaften des Lichts im Wellenbild nicht mehr aus, um die auftreten-
den physikalischen Phénomene zu beschreiben. Mit solchen Situationen
werden wir uns ausfiihrlich in den néchsten Kapiteln befassen.

In diesem Kapitel befassen wir uns zunéchst mit dem klassischen Zugang
zur Beschreibung von Licht, der geometrischen Optik und der Wellenoptik. Im
Bereich der geometrischen Optik steht die Behandlung von Abbildungen durch
Linsen oder Linsensysteme wie das Teleskop oder das Mikroskop im Zentrum.
In der Wellenoptik diskutieren wir insbesondere die Phédnomene Interferenz,
Beugung und Polarisation, sowie die Messung von Spektren.

1.1 Geometrische Optik

Wie bereits erwéhnt, befasst sich die geometrische Optik mit dem Grenzfall,
bei dem die Wellenldnge des Lichts viel kleiner ist als die Objekte mit denen es
wechselwirkt und die Objekte eine grosse Masse aufweisen. In diesem Fall kann
Licht durch Strahlen beschrieben werden. In diesem Abschnitt befassen wir uns
ausfithrlich mit diesem Grenzfall. Als erstes gehen wir auf das Fermatsche Prin-
zip ein, welches die Grundlage fiir die geometrische Optik bildet. Als néchstes
behandeln wir Linsen und deren Abbildungseigenschaften und zum Abschluss
die Anwendung von Linsen in optischen Instrumenten.

1.1.1 Fermatsches Prinzip

In der Literatur lassen sich verschiedene Formulierungen des Fermatschen Prin-
zips finden. Die zwei meistverbreiteten sind die folgenden:

- Das Licht wihlt von einem Punkt zu einem anderen den Weg, fiir den die
bendtigte Zeit minimal ist.
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- Das Licht wahlt von einem Punkt zu einem anderen den Weg, welcher
extremal ist beziiglich Variationen der optischen Weglénge.

Die erste Formulierung ist moglichst einfach gehalten, so dass jeder sich etwas
darunter vorstellen kann. Die zweite Formulierung bedarf noch weitere Ausfiih-
rungen, ist aber besser geeignet fiir die mathematische Beschreibung des Fer-
matschen Prinzips. Wir wenden uns deshalb der zweiten Formulierung zu und
flihren den Begriff der optischen Weglénge ein. Die optische Weglédnge ist ein
Mass fiir die Zeit, die das Licht ben6tigt um von einem Punkt zu einem anderen
zu gelangen. Wie es der Name schon sagt, ist es aber eine Langenangabe. Zur
Motivation der Definition bestimmen wir die Zeit, die das Licht bendétigt um
von einem Punkt zu einem anderen zu gelangen. Im Vakuum benétigt das Licht
fiir eine Distanz s die Zeit

S
t=- 1.1
:, (1)

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist. Legt das Licht jedoch dieselbe
Strecke s in einem Medium mit Brechungsindex n zuriick, so breitet es sich mit
einer Geschwindigkeit ¢/n aus und benétigt daher die Zeit

t=—. 1.2
& (12)
Aus diesem Grund legt man die optische Weglinge OW L fest als Produkt aus
Brechungsindex n des Mediums und zuriickgelegtem Weg s des Lichts

OWL = ns. (1.3)

Das Fermatsche Prinzip besagt nun, dass die optische Weglange zwischen dem
vom Licht gewdhlten Weg und einem leicht von diesem abweichenden Weg in
erster Ordnung nicht &ndert.

Die die einfachste Folgerung aus dem Fermatschen Prinzip ist, dass sich
Licht in einem homogenen Medium entlang einer geraden Linie bewegt. Dies
entspricht dem Minimum der entsprechenden optischen Wegldnge und folglich
einem Extremalwert. In diesem einfachen Fall wére auch die erste einfachere For-
mulierung des Fermatschen Prinzips ausreichend und wiirde zum selben Schluss
fiihren.

Zur besseren Illustration der Anwendung des Fermatschen Prinzips, betrach-
ten wir eine aus der Elektrodynamik bekannte Fragestellung: Welchen Weg wahlt
das Licht zwischen zwei Punkten P;(z1, 21) und Ps(z2, 22), wobei sich der erste
im Medium 1 mit Brechungsindex n; und der zweite im Medium 2 mit Bre-
chungsindex ns befindet (siehe Abb. 1.2)7 Bezeichnen wir den Punkt, bei dem
das Licht vom Medium 1 ins Medium 2 iibergeht mit P.(x.,0), so ergibt sich
fiir die optische Wegldnge OW L(z.) in Abhéngigkeit von x. von P; nach P»

OWL(x.) = niy/ (xe — 21)2 + 22 + ng\/(xc — m9)% + 23. (1.4)
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P2(x2,22)

PC(XC!O) 19t
Ui

Abb. 1.2: Das Licht breitet sich von ei-
nem Medium mit Brechungsindex n; in
Z ein zweites Medium mit Brechungsin-
dex ng aus. Den Weg, den das Licht
von Pj(z1,z1) nach Ps(xs, 22) wihlt, geht
durch den Punkt P.(zc,0), welcher durch
P1(x1,21) das Fermatsche Prinzip bestimmt werden
N+ | N2 kann.

Den Extremalwert (Minimum) erhalten wir, indem wir die Ableitung der opti-
schen Wegliange OW L(x.) nach z. gleich null setzen. Es ergibt sich

OOW L(z.) Te — X1 Te — T

1 + no
O V(T —11)2 + 22 V(e — 12)2 + 22

20. (1.5

Fiihren wir den Einfallswinkel 1J; und den Ausfallswinkel ¥ ein, so ergibt sich
daraus das bekannte Brechungsgesetz von Snellius®

nq sinv; = no sin Y. (1.6)

Analog ldsst sich mit dem Fermatschen Prinzip das Reflexionsgesetz herlei-
ten.

1.1.2 Linsen

Eines der wichtigsten optischen Elemente sind Linsen. Darunter versteht man
speziell geformte transparente Korper, die in optischen Instrumenten (z.B. Mi-
kroskop oder Auge) verwendet werden um Gegenstéande abzubilden. Sie werden
gemdss ihren Abbildungseigenschaften in Sammellinsen (konvexe Linsen) und
Streulinsen (konkave Linsen) unterteilt. Wir beschréanken uns hier auf die Dis-
kussion von Sammellinsen (siche Abb. 1.3).

Als erstes befassen wir uns mit der Frage, wie eine Sammellinse ein Bild eines
Gegenstands erzeugt und wie dieses konstruiert werden kann. Die entscheidende
Bedingung, damit ein Bildpunkt entsteht ist, dass sich alle Lichtstrahlen eines
Gegenstandspunkts, die den Bildschirm hinter der Linse treffen, ihn in einem
Punkt treffen. Zur Konstruktion des Bildes beschranken wir uns auf diinne Sam-
mellinsen. Diese haben folgende zwei wichtige Eigenschaften:

- Wie allgemein bei Sammellinsen, wird ein parallel zur optischen Achse
einfallender Lichtstrahl (Parallelstrahl) an einer diinnen Sammellinse so
gebrochen, dass er anschliessend durch den Brennpunkt der Linse geht.

3Die Bezeichnung der Winkel kommt aus dem Englischen: angle of incidence bzw. transmission
angle.
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Abb. 1.3:  Eine Sammellinse
bricht Lichtstrahlen, die parallel
zur optischen Achse eintreffen
so, dass sie sich im Brennpunkt
F der Sammellinse kreuzen. Der
Abstand zwischen Linsenmitte
und dem Brennpunkt F be-
f f zeichnet man als Brennweite f
der Linse.

Brennebene

F F optische Achse

- Ein Lichtstrahl, der durch die Linsenmitte geht (Mittelpunktstrahl) durch-
lauft die Sammellinse geradlinig.

Das Bild eines Gegenstands lisst sich nun wie folgt konstruieren: Fiir eini-
ge ausgezeichnete Gegenstandspunkte werden die entsprechenden Parallel- und
Mittelpunktstrahlen gezeichnet und die Schnittpunkte bestimmt. Bei der Abbil-
dung eines Bleistifts geniigt z.B. die Konstruktion der Bildpunkte P’ und Q' fiir
die beiden Endpunkte P und @ (siehe Abb. 1.4). Da wir bei dieser Konstrukti-
on den genauen Verlauf der Lichtstrahlen durch die Linse nicht kennen miissen,
haben wir die Linse in Abb. 1.4 auf die Hauptebene der Linse reduziert. Zudem
haben wir die Gegenstandsgrosse G, die Bildgrosse B, die Gegenstandsweite g
und die Bildweite b eingefithrt. Nach dem zweiten Strahlensatz ergeben sich
folgende Beziehungen

, (1.7)
= . (1.8)

Gleichung (1.7) entspricht dem Abbildungsgesetz fiir diinne Sammellinsen und
durch Gleichsetzen der Gleichungen (1.7) und (1.8) und einigen Umformungen
erhalten wir zudem die Linsengleichung fir dinne Sammellinsen

1 1 1
- =—-—+. (1.9)
foog b
Abb. 1.4:  Abbildung
g Hauptebene b eines  Bleistifts mit
P Parallelstrahl Q einer ~ sehr  dinnen
Sammellinse: Die
Ny i )
/l‘z‘e/pUnkt Bllldpunkte P und
Strap; Q" ergeben sich als
G optische Achse F B Schnittpunkte von
Parallel- und Mit-
telpunktstrahl der
Q P Gegenstandspunkte P
f und Q.
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Bevor wir im néchsten Abschnitt auf die Form einer Linse eingehen, dis-
kutieren wir hier noch einige der Abbildungseigenschaften einer Sammellinse.
Genauer gesagt, wir fragen uns, welchen Einfluss die Wahl der Gegenstands-
weite g auf das Bild hat. Eine Ubersicht gibt Tab. 1.1. An dieser Stelle gehen
wir nur kurz auf den Spezialfall g = f ein. In diesem Fall breiten sich die Licht-
strahlen, ausgehend von einem Punkt in der Brennebene, nach der Linse parallel
unter einem bestimmten Winkel zur optischen Achse aus. Da sich diese paralle-
len Lichtstrahlen nicht kreuzen, entsteht somit auch kein Bildpunkt. Umgekehrt
trifft sich parallel einfallendes Licht sich nach der Linse in einem Punkt der Bren-
nebene. Diese Eigenschaft wird bei der Untersuchung von Beugung verwendet
(siehe Abschnitt 1.2.2): Um Beugung zu beobachten, ist es wichtig das Licht
aus einer bestimmten Richtung auf einen Punkt des Detektors zu fokussieren.
Nach unseren Ausfithrungen kénnen wir dazu eine Sammellinse verwenden und
unseren Detektor in der Brennebene aufstellen.

Gegenstandsweite  Bildgrosse Orientierung Bildtyp

g>2f verkleinert —um 180° gedreht reell

g=2f gleich gross um 180° gedreht reell
f<g<2f vergrossert  um 180° gedreht reell

g=17f kein Bild

g<f vergrossert aufrecht virtuell

Tab. 1.1: Abbildungseigenschaften einer Sammellinse in Abhéngig-
keit der Wahl der Gegenstandsweite g. Zum Bildtyp ist anzumer-
ken, dass bei reellen Bildern Licht auf die Hand f&llt, wenn diese
dorthin gehalten wird, wo das (reelle) Bild gesehen wird. Im Ge-
gensatz dazu féllt bei virtuellen Bildern kein Licht auf die Hand,
wenn diese dorthin gehalten wird, wo das (virtuelle) Bild gesehen
wird.

1.1.3 Die Form einer Linse

Hier gehen wir der Frage nach, welche Form eine Linse haben sollte. Genauer
gesagt fragen wir uns, welche Form eine Linse nach dem Fermatschen Prinzip
aufweisen sollte. Um die Aufgabe zu vereinfachen, gehen wir von der einfachs-
ten Linse aus, einer gekriimmten Grenzfliche zwischen zwei Materialien mit
unterschiedlichen Brechungsindizes n; < ng (sieche Abb. 1.5).

Wir wissen, dass sich parallel zur optischen Achse einfallende Lichtstrahlen
im Brennpunkt treffen. Nach dem Fermatschen Prinzip miissen nun alle diese
parallelen Lichtstrahlen die selbe optische Weglinge aufweisen. Da die Licht-
strahlen, welche weiter entfernt sind von der optischen Achse, einen lidngeren
Weg zuriicklegen als Lichtstrahlen, welche sich ndher bei der optischen Achse be-
finden, miissen die néherliegenden gegeniiber den weiter entfernten abgebremst
werden. Wir kénnen dies bewerkstelligen, indem wir die néherliegenden Licht-
strahlen sich ladnger durch das ,langsamere” Material ny ausbreiten lassen. Aus
diesem Grund ergibt sich eine (fiir Sammellinsen typische) konvexe Grenzfléche.

Wir beschreiben diese Grenzflache hier noch genauer. Die gesamte optische
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Abb. 1.5: Einfachste Linse: Gekriimm-
te Grenzflache zwischen zwei Materiali-
en mit unterschiedlichen Brechungsindi-
f zes n1 < na.

Wegléinge OW L(h) fiir einen parallel einfallenden Lichtstrahl in Abhangigkeit
des Abstands h gegeniiber der optischen Achse ergibt sich zu

OWL(h) = nig(h) +nav/h2 + (f — g(h))?, (1.10)

wobei f die Brennweite ist und g(h) der zusétzliche Weg im Material n;, wel-
cher ein im Abstand h zur optischen Achse einfallender Lichtstrahl gegeniiber ei-
nem Lichtstrahl entlang der optischen Achse zuriicklegt. Nach dem Fermatschen
Prinzip miissen wir nun den Weg bestimmen, welcher extremal ist beziiglich Va-
riationen der optischen Weglénge. In unserem Fall &ndert sich der optische Weg
in Abhéngigkeit des Abstands h des einfallenden Lichtstrahls gegeniiber der
optischen Achse. Demzufolge haben wir die Ableitung der optischen Weglinge
OW L(h) nach h zu bilden und diese gleich null zu setzen. Wir erhalten

dOWL(h)

. /
o =n1g'(h) ‘|’

(2h—2(f g( ))g'(h)) 1o
N oA (1.11)

Diese Differentialgleichung zu 16sen, ist aufgrund dem mehrfachen Auftreten von
g(h) und ¢'(h) eine komplexe Aufgabe. Daher ist zu vermuten, dass es sich um
eine mathematisch schwierig zu beschreibende Linsenform handelt. Dies wird
auch deutlich in der Tatsache, dass die Herstellung einer Linse, bei der eine
Fehlertoleranz von etwa einer Wellenlédnge erlaubt ist, eine grosse Herausforde-
rung darstellt.

Wir betrachten deshalb an dieser Stelle eine Nédherungslosung. Wir nehmen
an, dass die einfallenden Lichtstrahlen nur kleine Winkel gegeniiber der op-
tischen Achse aufweisen und nahe bei der optischen Achse bleiben (paraxiale
Néherung), d.h. wir betrachten eine Losung fiir kleine h. Als erstes entwickeln
wir g(h) fiir kleine h

g(h) ~ ag + arh + ash?. (1.12)

Da die Linse symmetrisch ist beziiglich der optischen Achse, kommen nur gerade
Potenzen vor. Daher gilt ag = a3 = 0 und somit

g(h) ~ axh?. (1.13)
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Einsetzen in die Gleichung (1.10) fiir die optische Weglénge OW L(h) ergibt

OWL(h) = n1a2h2 + nz\/h2 + (f - a2h2)2

= n1a2h2 + ng\/h2 -+ f2 — 2a2fh2 + (I%h4
~ n1a2h2 + nz\/h2 + f2 — 2a2fh2

1-2
= n1a2h2 + ngf\/ ath2 +1

f2
1 —2asf h?
~ nyagh® + naf <1 + f;2f2>
2 _ 2
_ g4 (M2 2/ —n2)ar)h (1.14)
2f
Ableiten nach h und gleich null setzen ergibt
L 2 —
oh f
Daraus folgt
n2
a9 = ————— 1.16
2 2(711 - ng)f ( )
und somit
h)=——"——h" 1.17
o) =~ (117

Das bedeutet, dass die Grenzfliche innerhalb unserer Naherung parabelférmig
ist. Es stellt sich jedoch heraus, dass auch parabelférmige Flachen nicht so ein-
fach herzustellen sind, weshalb oftmals kugelférmige Flachen verwendet werden.
Fiir eine kugelformige Grenzflache mit Radius R > h gilt

h2
g(h) :R—\/Rz—fﬂwﬁ. (1.18)
Gleichsetzen mit (1.17) ergibt fiir den Kriimmungsradius

f(n2—n1).

n2

R= (1.19)
Demzufolge benotigen wir fiir eine kleine Brennweite f (starke Linse) einen klei-
nen Kriimmungsradius R. Das wiederum bedeutet, dass die Grenzflache stark
gekriimmt ist und im Allgemeinen eine dicke Linse eingesetzt werden muss.

In unserer Berechnung haben wir zwei Naherungen benutzt: Die erste be-
stand darin, dass wir die vierte und alle hoheren Ordnungen in A vernachlés-
sigt haben und die zweite, dass wir die parabelformige Grenzfliche durch eine
kugelformige ersetzt haben. Es stellt sich nun die Frage, welcher Fehler (in der
optischen Wegléange) durch diese Ndherungen entsteht. Um den fithrenden Term
des Fehlers zu bestimmen, entwickeln wir die Funktion g(h) fiir die kugelformige



14 KAPITEL 1. OPTIK UND OPTISCHE INSTRUMENTE

Grenzflache bis zur vierten Ordnung in A und setzen das Resultat in die Glei-
chung (1.10) fiir die optische Weglinge OW L(h) ein. Die Entwicklung von g(h)
ergibt

h2 ht noh? n3h*
h)=R—+\VR2—h2~ — = 2 1.2
g( ) R R 2R + 8R3 2f(n2 - nl) + 8f3(n2 - n1)37 ( 0)

wobei wir den Radius R durch (1.19) ersetzt haben. Nun setzen wir diese Formel,
wie erwihnt, in die Gleichung (1.10) fiir die optische Weglange OW L(h) ein. Es
ergibt sich

2 31,4
OWL(h) = ( nah nyh )

2f(na —n1)  8f3(ng —ny)?

nah? n3h4 2
—|—n2\/h2 + <f— (Qf(nz — + 8f3(n22—n1)3>>

ninah? . nln%h4
Qf(ng — nl) 8f3(n2 — 7”L1)3
n2h4 nah? n3h4
h2 2 2 _ _ 2
—|—n2\/ e 4f2(n2 —m)?  mp—m1 4f*(ng —m)?

B ninoh? n1n§h4
~ 2f(ng—n1)  8f3(ng —n1)?

2
ni nin
+n 1-— h? — 2 ht
2f\/ f2(n2 —m) 4f4(ng —n1)3
ninsh? ninsh?t n h?
N 112 312 3+n2f<1—21
Qf(ng — nl) 8f (ng — nl) f (TLQ — nl) 2

nin3 —ny 2\ ht
" <_f4(n2 —n)® <f2(n2 —n1)> 8

B n3ng h\?
=naf e () 0 20

Somit lautet der fiihrende Term des Fehlers in der optischen Wegléange

n3ns n\?
_87(7121—711)2 <f> h. (1.22)

Wir nennen solche Fehler Aberrationen. Im Allgemeinen gibt es verschiedene
Arten von Aberrationen. In unserem Fall handelt sich bei der Grenzfléche nicht
um diejenige Form, die exakt dem Fermatschen Prinzip entspricht. Man spricht
daher von sphdrischen Aberrationen. Chromatische Aberrationen treten auf, da
die Brechungsindizes ni und no von der Wellenlénge abhéngen. An dieser Stelle
sei zudem bemerkt, dass wir uns in der Herleitung auf parallel zur optischen
Achse einfallende Lichtstrahlen beschrankt haben, die sich im Brennpunkt sam-
meln. Aufgrund all dieser Punkte ist die Herstellung von Linsen eine ziemlich
komplexe Angelegenheit. Je nach Einsatzgebiet kommen aber nicht alle Aber-
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rationen zum Tragen, weshalb es wichtig ist, vor der Herstellung den Bereich zu
kennen, in dem die Linse eingesetzt werden soll*.

Kommen wir nochmals zuriick auf den fiir die optische Weglénge berechne-
ten Fehler (1.22). Einerseits finden wir eine lineare Abhéngigkeit von h. Dies
entspricht unserer Intuition, dass sich der Fehler proportional zur der Lénge
eines Systems verhilt. Andererseits haben wir eine Abhingigkeit von (h/f)3,
d.h. solange h < f, ist dieser Fehler klein. Wir werden sehen, dass, wenn wir
bei einem Mikroskop eine hohe Auflésung erreichen mochten, wir Linsen mit
grossem Durchmesser einsetzen miissen (siehe Abschnitt 1.3). Der Grund dafiir
liegt in der Begrenzung des Auflésungsvermogens durch Beugungseffekte. Wir
sollten dabei zudem beachten, dass wenn die Linse zu gross wird, das Auflé-
sungsvermogen auch durch sphérische Aberrationen begrenzt werden konnte,
da diese schnell mit h/f anwachsen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei auch noch darauf hingewiesen, dass wir
uns hier mit den einfachsten Linsen beschéftigten. Im Normalfall haben Linsen
z.B. zwel Grenzflichen. Dennoch konnten wir einige wesentliche Erkenntnisse
iiber die Form einer Linse gewinnen. Im Weiteren ist es auch moglich auf ei-
nem anderen Weg die Form einer Linse zu bestimmen. Eine Alternative wére
z.B. das Brechungsgesetz von Snellius zu verwenden. Schlussendlich sind jedoch
alle Moglichkeiten dquivalent, aber je nach Kontext unterschiedlich gut geeignet.

1.1.4 Optische Instrumente
Linsen kommen in verschiedenen optischen Instrumenten zur Anwendung. In
diesem Abschnitt besprechen wir einige grundlegende Beispiele.

Das Auge

Das optische Instrument, welches von den Menschen am héufigsten eingesetzt
wird, ist das Auge (siche Abb. 1.6). Es ist ein wunderbares Instrument, hat aber
auch seine Einschrankungen. Wir gehen hier kurz auf die einzelnen Bestandteile
eines Auges ein und kldren die Frage, wie auf der Netzhaut ein Bild entsteht.

Linse

Hornhaut Glaskorper

Iris

Pupille

Kammerwasser
Abb. 1.6: Skizze eines

Ziliarmuskel Auges (Querschnitt).

4Fiir weitere Ausfithrungen sei auf weiterfithrende Literatur verwiesen|1].
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Die Hornhaut dient als Schutzschicht fiir das Auge. Die Aufgabe des Kam-
merwassers ist die Linse und die Hornhaut mit Néhrstoffen zu versorgen. Die
Pupille stellt eine verinderbare Offnung in der farbigen Iris dar und erlaubt es
die ins Auge gelangende Lichtmenge zu regulieren. Der ringférmige Ziliarmus-
kel umschliesst die elastische Linse. Durch Anspannen oder Entspannen dieses
Muskels kann die Form und damit die Brennweite der Linse verdndert werden.
Die Netzhaut besteht aus lichtempfindlichen Fotorezeptoren, die das Bild regis-
trieren und der Sehnerv leitet schlussendlich die Bildsignale der Netzhaut zum
Gehirn weiter.

Verwandte Aufbauten bilden die Grundlage fiir verschiedene optische Instru-
mente, wie z.B. die Digitalkamera. Einen wichtigen Unterschied ist jedoch zu
erkennen. Bei einer Kamera ist die Brennweite der Linse fest und durch Ande-
rung des Abstands zwischen Linse und , Bildschirm* kann das Bild scharf gestellt
werden. Beim Auge hingegen ist der Abstand zwischen Linse und Netzhaut fest.
Dafiir erlaubt es der Ziliarmuskel die Brennweite der Linse zu verdndern. Dies
ist jedoch auch nur begrenzt moglich, was z.B. dazu fihrt, dass wir ein Bild,
das nédher als etwa 15 cm vor unseren Augen ist, nicht mehr scharf auflésen
kénnen. Weitere Einschrénkungen ergeben sich aus der Tatsache, dass die licht-
empfindlichen Fotorezeptoren nur eine beschrankte Grosse aufweisen und sich
auf einen Teilbereich der Netzhaut beschranken. Diese Einschrénkungen kénnen
in verschiedenen Situationen zu Problemen fiithren (z.B. wenn wir Details am
Himmel beobachten mochten). Dies fithrte zur Entwicklung einiger optischer
Instrumente, die es erlauben das in unser Auge einfallende Licht so zu mani-
pulieren, dass auch Gegenstdnde abgebildet werden konnen, die von unserem
Auge nicht scharf abgebildet werden kénnten. Zwei davon, das Teleskop und
das Mikroskop, betrachten wir im Folgenden etwas genauer.

Das Teleskop

Mochte unser Auge Details am Himmel erkennen, stosst es schnell an seine
Grenzen. Treffen z.B. Lichtstrahlen von unterschiedlichen, weit entfernten Ob-
jekten (z.B. Sternen) in unser Auge, so entstehen aufgrund des kleinen Winkels
zwischen den Lichtstrahlen die Bilder der beiden Objekte in einem einzelnen
Fotorezeptor der Netzhaut und wir nehmen sie als ein Bild wahr. Das bedeutet,
dass wir diesen Winkel vergrossern miissen, um Details am Himmel zu erkennen.
Genau das ist die Funktion eines Teleskops.

Ein Teleskop besteht im Wesentlichen aus zwei Linsen mit den Brennweiten
f1 > f2 (siche Abb. 1.7). Die Linsen sind hintereinander angeordnet und haben
einen gemeinsamen Brennpunkt. Wir betrachten nun zwei Sterne, wobei der
erste auf der optischen Achse der Linsen liegt. Die Sterne sind so weit entfernt,
dass wir beim Eintreffen der Lichtstrahlen beim Teleskop von parallelen Strahlen
ausgehen konnen. Den Winkel zwischen den Lichtstrahlen des ersten und des
zweiten Sterns beim Eintritt in das Teleskop bezeichnen wir mit Ad. Aufgrund
der ersten Linse entstehen nun in der gemeinsamen Hauptebene der Linsen
Zwischenbilder der beiden Sterne mit Abstand

h = f1 tan(A9), (1.23)



1.1. GEOMETRISCHE OPTIK 17

Linse 1 . Linse 2
Zwischenbilder |

AM A
Abb. 1.7: Skizze eines
einfachen Teleskops aus

zwel Linsen mit den
fi f Brennweiten f; > fa.

wobei sich das Zwischenbild des ersten Sterns im Brennpunkt befindet. Die
zweite Linse richtet die eintreffenden Lichtstrahlen wieder parallel aus. Fiir den
Winkel A zwischen den Lichtstrahlen der beiden Sterne nach dem Teleskop
gilt dabei

tan(AY') = ﬁ (1.24)
f2
Einsetzen von (1.23) ergibt
tan(AY) = jzltan(Aﬂ). (1.25)
2

Da wir hier kleine Winkel A9 und A’ vorliegen haben, gilt somit naherungs-
weise

AY ~ ﬁAﬁ. (1.26)
f2

Folglich kann ein Teleskop den Winkel AY um einen Faktor f;/fs vergrossern,
was unserem Auge erlaubt auch kleinere Details am Himmel zu erkennen.

Das Mikroskop

Wie erwahnt, ist unser Auge nicht in der Lage Bilder scharf aufzulésen, die nédher
als etwa 15 cm von unserem Auge entfernt sind. Der Grund dafiir ist, dass der
Winkelbereich des vom Objekt eintreffenden Lichts zu gross wird und es fiir
die Linse im Auge nicht mehr mdglich ist die Lichtstrahlen so zu biindeln, dass
ein Bild auf unserer Netzhaut entsteht. Dies fithrt insbesondere zu Problemen,
wenn wir kleine Details von einem Objekt beobachten mdchten. Wir betrachten
dazu die folgende Situation: Zwei Punkte eines Objekts, welches in einer Distanz
dp vor der Linse unseres Auges positioniert ist, haben einen Abstand hg (siche
Abb. 1.8(a)). Die Netzhaut hat einen festen Abstand d; von der Linse, dessen
Brennweite wir mit f bezeichnen. Dabei gilt nach dem Abbildungsgesetz (1.7)
folgender Zusammenhang

~ hods

hi = . 1.27
S (1.27)
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(a)

Linse

ho/

Abb. 1.8: (a) Solange

do d, es fiir die Linse unseres

' Auges moglich ist ein

(b) Virtuelles Bild Bild auf der Netzhaut
I : i zu erzeugen, konnen

Objektiv " & " Details eignes Objekts
\ h, i besser erkennt werden,
/ h, i wenn der Abstand zur

ho| — #~ - Linse des Auges ver-
: kleinert wird. (b) Skiz-
7 Zwischenbild ze eines Mikroskops aus

zwei Linsen mit den

do d, Pod, Okular Brennweiten f1 und fs.

D.h. bringen wir Objekte néher an unser Auge und verkleinern damit dgp, so
vergrossert sich hy und wir konnen Details eines Objekts besser erkennen. Da
jedoch der Abstand d; fest ist, miisste nach der Linsengleichung (1.9) auch die
Brennweite f verkleinert werden, was nur bis zu einem gewissen Grad moglich
ist. Das fithrt, wie zu Beginn erwidhnt, dazu, dass nur bis zu einem minimalen
Abstand dp noch ein Bild auf unserer Netzhaut entstehen kann und wir nicht
beliebig kleine Details eines Objekts scharf auflésen kénnen. Um dieses Problem
zu l6sen, wurden Mikroskope entwickelt.

Ein Mikroskop besteht wie eine Teleskop aus zwei unterschiedlichen Linsen
mit Brennweiten f; und f2 (sieche Abb. 1.8(b)). Die Linsen werden dabei als Ob-
jektiv und Okular bezeichnet. Das Objekt wird nun in einem kleinen Abstand
do vor dem Objektiv mit Brennweite fi < dy positioniert. Nach der Linsenglei-
chung (1.9) entsteht dann ein Bild im Abstand

do f1

dy = . 1.28
Ydo - fi (1.28)
Fiir die Bildgrosse hy gilt nach dem Abbildungsgesetz (1.7)
hod
hy = 21 (1.29)
do

Diese Vergrosserung kann in manchen Fallen bereits ausreichen, um Details
eines Objekts zu erkennen. Ein solches optisches Instrument mit nur einer Linse
zur Vergrosserung von Objekten nennt man Lupe. Ein Mikroskop hat zusétzlich
noch eine zweite Linse (Okular) mit Brennweite f3, die in einem Abstand da < fa
vom Zwischenbild platziert ist. Das Bild entsteht nach der Linsengleichung (1.9)
in einem Abstand

_ da fa
do — fa’

ds (1.30)
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Da dy < fs ist daher ds negativ, d.h. das Bild entsteht auf der linken Seite des
Okulars. Es stellt sich nun die Frage, wie kann man sich das Zustandekommen
dieses Bildes vorstellen. Wie immer, wenn die Gegenstandsweite (d2) kleiner ist
als die Brennweite (f2), kreuzen sich Parallelstrahl und Mittelpunktstrahl nach
der Linse nicht und es sieht aus, als ob kein Bildpunkt entstehen wiirde. Jedoch
hétten wir einen dhnlichen Strahlengang, wenn keine Linse da wére und dafiir
der Gegenstand etwas weiter weg und grosser ist. Da das menschliche Auge und
Gehirn automatisch von geraden, ungebrochenen Lichtstrahlen ausgeht, nimmt
ein Beobachter genau einen solchen scheinbar existierenden Gegenstand wahr.
Ein solches Bild nennt man wirtuelles Bild (siehe Tab. 1.1). Fiir die Grosse ho
des virtuellen Bilds gilt nach dem Abbildungsgesetz (1.7)

hids
hg = —.
2 &

(1.31)
Somit bewirkt das Okular eine zusétzliche Vergrosserung des Objekts und sorgt
zudem dafiir, dass das Bild weit vom Auge entfernt ist. Dadurch wird es fiir
das Auge moglich mit Hilfe eines Mikroskops kleine Details eines Objekts zu
erkennen.

1.2 Wellenoptik

Innerhalb der geometrischen Optik haben wir uns mit dem Grenzfall beschéftigt,
bei dem die Wellenldnge des Lichts viel kleiner ist als die Objekte mit denen es
wechselwirkt und die Objekte eine grosse Masse aufweisen. In diesem Fall konn-
ten wir Licht durch Strahlen beschreiben. Nun wechseln wir zu Experimenten,
bei denen die Wellenléinge des Lichts von &hnlicher Grossenordnung ist wie die
Objekte mit denen es wechselwirkt. Die Masse der Objekte sei weiterhin gross.
In diesem Fall treten Interferenz- oder Beugungserscheinungen zu Tage, die wir
nur durch die Beschreibung von Licht als Welle verstehen kénnen. In diesem Ab-
schnitt vertiefen wir das Verstdndnis der Welleneigenschaften des Lichts. Dabei
betrachten wir Experimente, bei denen elektromagnetische Strahlung (z.B. sicht-
bares Licht) ausgehend von einer Quelle @ auf ein Beugungsobjekt (Hindernis)
trifft und fragen uns was fiir eine Intensitit wir in einem Beobachtungspunkt P
hinter dem Beugungsobjekt messen werden (siehe Abb. 1.9).

Als erstes besprechen wir die Kirchhoffsche Beugungstheorie. Anschliessend
werden wir den Spezialfall Fraunhofer-Beugung beleuchten, bei dem sowohl

Beobachtungspunkt
Abb. 1.9: Typischer Aufbau im Rah-
Lichtquelle P(XP|.yP,ZP) men der Wellenoptik: Elektromagneti-
sche Strahlung (z.B. sichtbares Licht)
/ D ausgehend von einer Quelle @ trifft
auf ein Beugungsobjekt und wir fragen

Q(XQ‘yQ 20) uns was fiir eine Intensitdt wir in ei-
nem Beobachtungspunkt P hinter dem
Beugungsobjekt messen werden.

Beugungsobjekt
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Lichtquelle und Beobachtungspunkt weit vom Objekt entfernt sind. Weitere
Themen sind das Prinzip von Huygens, die Begrenzung des Auflésungsvermo-
gens optischer Instrumente durch Beugung, die Polarisation elektromagnetischer
Strahlung und die Messung von Spektren.

1.2.1 Kirchhoffsche Beugungstheorie

Im Rahmen der Physik IT Vorlesung wurde das Prinzip von Huygens eingefiihrt.
Dieses besagt:

Jeder Punkt einer bestehenden Wellenfront wird als Quelle einer neuen kugelfor-
migen Elementarwelle aufgefasst. Die Umhiillende dieser Elementarwellen ergibt
dann die Wellenfront zu einem spéateren Zeitpunkt.

Mit diesem Prinzip konnte dann unter anderem auf anschauliche Art und Weise
das Phénomen Beugung beschrieben werden. Dennoch wurde das fiktive Bild,
dass jeder Punkt einer Wellenfront als Quelle einer Elementarwelle aufgefasst
werden kann, nur postuliert und nicht aus fundamentalen Prinzipien hergeleitet.
Die Besprechung der Beugung nach Kirchhoff wird nun jedoch zeigen, dass die
aus dem Prinzip von Huygens hergeleiteten Resultate auch aus der skalaren Wel-
lengleichung folgen, was schlussendlich das Prinzip von Huygens im Nachhinein
rechtfertigt.

Bevor wir mit der eigentlichen Beugungstheorie starten koénnen, brauchen
wir jedoch das nach dem Mathematiker Green benannte Greensche Theorem
fiir Vektorfelder. Dieses folgt aus dem Satz von Gauss

/ V. G(F )V = f{ Gt - dS, (1.32)
1% S

wobei C_j(ﬁ t) ein Vektorfeld ist, V der Gradient, dV das Volumenelement und
dS = 7dS das Flichenclement der Oberfliiche S des Volumens V' (7 entspricht
dem Normalenvektor der Oberfliche S des Volumens V). Da G(7,t) beliebig ist,
setzen wir G(7,t) = ¢(7,t)Vi)(7,t) und erhalten

=

/ V - (¢(F, t) VY (7, £)dV = f (¢(F, t)V (7, 1)) - dS, (1.33)
1% S

wobei ¢(7,t) und (7, t) zwei beliebige skalare Funktionen sind. Ausmultiplizie-
ren ergibt

/V (Vo(F.1) - V(T 1) + 6(F, ) AG(F, £))dV = 7{ (G(F. V(R 1) - dS, (1.34)

S

wobei wir den Laplace-Operator A = V2 eingefithrt haben. Wiederholen wir
dieselbe Rechnung fiir G(7,t) = (7, t)V¢(7,t) so erhalten wir

=

/V (Vo (7, t) - V(7 1) + (7, 6) Ap(F, 1))dV = f{s (W(7 t)Vp(7, 1)) - dS. (1.35)
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Bilden wir die Differenz von (1.34) und (1.35) so folgt das Greensche Theorem
| (0000 — (7 0 D)V
— J(@EOTHE0) 7 - (WEOTO ) - DS, (130

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass fiir jedes Funktionenpaar ¢(7,t) und ¢ (7, t),
das die Laplace-Gleichung A¢(7,t) = 0 bzw. Ay (7, t) = 0 erfiillt, die linke Seite
der Gleichung (1.36) verschwindet. Dies ist vor allem in der Elektrostatik von In-
teresse, da die Laplace-Gleichung der homogenen Poisson-Gleichung entspricht.
Wie in der Einleitung erwéhnt, interessieren uns hier jedoch Funktionen, die
die skalare Wellengleichung erfiillen, d.h. Wellenfunktionen V' (7, ), die folgende
Gleichung 16sen®
. n? 02V (¥, t)

AV (7, 1) 2 g2 0, (1.37)
wobei n dem Brechungsindex und ¢ der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ent-
spricht. Wir wihlen nun fiir die Wellenfunktion V (7, ¢t) den harmonischen Ansatz

V(7 t) = V(F)e™t. (1.38)

Einsetzen in die Wellengleichung (1.37) ergibt

2 92 2\ Liwt
it n OV (P)e™t
AV (7)e™" — 2 oz (1.39)
Daraus folgt die sogenannte skalare Helmholtz-Gleichung
(A + k2 V(7) = 0 mit k = % (1.40)

Wir betrachten nun zwei skalare Funktionen U () und V(7). Nach dem Kom-
mutativgesetz gilt

/ (U(FRV (7) — V (FRRU(F)dV = 0. (1.41)
1%

Weiter nehmen wir an, dass U(7) und V (7) dem rdumlichen Anteil von Wellen-
funktionen entsprechen und demzufolge die skalare Helmholtz-Gleichung (1.40)
erfiillen. Damit folgt

/V (U(F)AV(7) — V(F)AU()dV = 0. (1.42)

5 Allgemein werden elektromagnetische Wellen im dreidimensionalen Raum durch vektorielle
Funktionen beschrieben. Diese vektoriellen Funktionen geben den Betrag und die Richtung
der Auslenkung der Welle an einem bestimmten Ort zu einer bestimmten Zeit an. Da die
mathematische Beschreibung mit vektoriellen Funktionen sehr kompliziert ist, beschrianken
wir uns hier auf die Beschreibung von elektromagnetischen Wellen durch skalare Funktionen
V(7,t), welche nur noch den Betrag der Auslenkung der elektromagnetischen Welle an ei-
nem bestimmten Ort zu einer bestimmten Zeit angeben. Das Betragsquadrat |V (7, t)|? ist
dabei wie bei der Beschreibung von elektromagnetischen Wellen durch vektorielle Funktionen
proportional zur Intensitit I(7,t) der Welle an einem bestimmten Ort zu einer bestimmten
Zeit.
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Mit dem Greenschen Theorem (1.36) erhalten wir somit das Greensche Theorem
fiir Losungen der skalaren Helmholtz-Gleichung

yi (UFVV (7)) - it — (V(FEVUF)) - it)dS = 0. (1.43)

Wir wenden nun dieses Resultat auf kugelsymmetrischen Losungen der ska-
laren Wellengleichung, d.h. auf Kugelwellen, an. An dieser Stelle sei darauf hin-
gewiesen, dass die Herleitung der Gleichung (1.43) auf dem Satz von Gauss
beruht, welcher fiir stetige Funktionen ohne Polstellen giiltig ist. Das bedeutet,
wenn wir hier das Integral {iber eine geschlossene Flache bestimmen, wir uns
zuvor versichern miissen, dass das von der Fléche eingeschlossene Volumen kei-
ne Polstellen der Wellenfunktionen enthélt. Im Fall der Kugelwellen heisst das,
dass sich die Zentren der Kugelwellen (Polstellen der Wellenfunktionen) nicht
innerhalb des Integrationsvolumens befinden diirfen.

Wir betrachten nun eine in einem Punkt P(xp,yp, zp) einlaufenden Kugel-
welle

i(kr+wt)
V(rt) = VO% mit 7 = /(z —zp)2 + (y —yp)2 + (z — 2p)2.  (1.44)

Der réaumliche Anteil V(r), welcher die Helmholtz-Gleichung (1.40) erfillt, lau-
tet daher

6zkr

Vi(r)=V (1.45)

,
Wie bereits erwéahnt, besitzt diese Wellenfunktion einen Pol im Punkt P, bei dem
V(r) — oo fiir r — 0. Damit wir diese Wellenfunktionen in die Gleichung (1.43)
einsetzen konnen, schliessen wir daher eine kleine kugelformige Region mit Ra-
dius R um den Punkt P aus dem Integrationsvolumen aus (siche Abb. 1.10).

Die gesamte Oberflache unseres Integrationsvolumens setzt sich demzufolge aus
einer dusseren Fliche S mit beliebiger Form und einer inneren kugelférmigen
Flache S” zusammen. D.h. setzen wir nun die Wellenfunktion (1.45) in die Glei-

chung (1.43) ein, ergibt sich
eikr .
))orm (< 500) ) s

o~ ((oos (=) o (5
+£/ ((U(f)ﬁ <6:>) - (ez:TﬁU(fO ﬁ) ds. (1.46)

ikr ikr ikr =
v(e ):‘9(6 )wz (z‘k—1> e r (1.47)
r or T T ror

<l

ezkr
T

Mit

+ fé <U(F) <zk - i) e:fﬁ - (Si:rw(f*)) ﬁ) ds.  (1.48)
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Abb. 1.10: Integrationsvo-
lumen: Aufgrund der Pol-
stelle der Wellenfunktion
V(r) im Punkt P schlies-
sen wir eine kleine Ku-
gel mit Radius R um den
Punkt P aus dem Inte-
grationsvolumen aus. Die
dussere Flache hat im
Allgemeinen eine beliebige
Form.

Fiir die Fliche S’ ist r = R, dS = R?d$) und der Vektor i jeweils entgegengesetzt
zum Normalenvektor 7 gerichtet. Daher ergibt sich fiir das Integral iiber S der

Ausdruck
1 eikR eik’R .
}{, - (U(F) (m - R) 7 < 7 VU(F)) ﬁ) R2dS

= fs (U@ = ikURR ~ RYU() - i) a2, (1.49)

Uns interessiert jetzt die Situation, bei der die Kugel mit Radius R nur den
einzelnen Punkt P umschliesst. D.h. wir betrachten den Grenzwert R — 0. In
diesem Fall vereinfacht sich die Integration iiber S’ zu

UpdQ) = 47Up. (1.50)
S/

Einsetzen in (1.48) ergibt

0= }é <U(F) <zk _ 1) M (‘eikrw(ﬁ)) - ﬁ) dS + 4xUp.  (151)

T rr r

Auflésen nach Up liefert schlussendlich das sogenannte Kirchhoffsche Integral-
theorem

Up = -1 (U(F) (zk - 1) T (‘”ikrﬁU(m) ﬁ) ds.  (1.52)

a7 Jg r) ror T

Es liefert einen Zusammenhang zwischen der Auslenkung der Welle im Punkt P
und der Auslenkung der Welle auf einer beliebigen geschlossenen Flache S um
P.
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Wir wenden nun das Kirchhoffsche Integraltheorem auf die Beugung an.
D.h. wir betrachten das zu Beginn erwéhnte Experiment, bei dem elektroma-
gnetische Strahlung (z.B. sichtbares Licht) ausgehend von einer Quelle @ auf
ein Beugungsobjekt trifft und fragen uns welche Auslenkung und Intensitat wir
in einem Beobachtungspunkt P hinter dem Beugungsobjekt feststellen werden
(siehe Abb. 1.9). Als Beugungsobjekt betrachten wir im Folgenden einen ebe-
nen lichtundurchlissiger Absorber mit einer kleinen lichtdurchlissigen Offnung
(Blende). Um das Kirchhoffsche Integraltheorem anwenden zu koénnen, miissen
wir zuerst eine Flache S wahlen, iiber die wir integrieren. Bei der Wahl der
Fléche sind wir frei und kénnen diejenige wéahlen, die am besten zu unserem
Problem passt. Daher betrachten wir die in Abb. 1.11 im Schnitt dargestellte
Flache, welche sich aus drei unterschiedlichen Teilen zusammensetzt. Die Fla-
chen Sa und Sg liegen in der Ebene z = 0, wobei die Fliche Sa die Offnung der
Blende darstellt und daher lichtdurchlassig ist und die Flache Sg dem lichtun-
durchlassigen Teil der Blende entspricht. Das bedeutet, dass wir keinen Beitrag
erhalten durch die Integration tiber die Fliche Sg. Die Flache Sc, die unendlich
weit entfernt vom Punkt P angenommen ist, schliesst die Integrationsfliche.
Den Anteil der sich durch die Integration {iber die Fliche S¢ ergibt, konnen wir
vernachléssigen, da die Flache S¢ sehr weit vom Punkt P entfernt ist und daher
das von links eintreffende Licht die Flache S¢ nicht vor dem Punkt P erreicht.
Mit dieser Festlegung der Fliache S konnen wir uns auf die Integration iiber die
Flache Sa beschranken, d.h. fiir die Auslenkung Up im Beobachtungspunkt P
gilt nach dem Kirchhoffschen Integraltheorem (1.52)

Up = — <U(f7 <zl<: - 1> T (eikrﬁU(fO ﬁ) ds.  (1.53)

47 S r ror r

Wir nehmen nun an, dass die Quelle @ punktférmig ist und daher Kugelwellen

Abb. 1.11:  Aufteilung

der Integrationsfliche S

flir die Beugung an einer

Blende. Die Flachen Sa

und S liegen in der

So Ebene z = 0, wobei die

Flache Sa die Blende

Se darstellt und  daher

lichtdurchlissig ist und

n Beobachtungspunkt i die Fliche Sp dem

Q - \ i lichtundurchlissigen Teil
P

Lichtquelle

q Sa .
des Beugungsobjekts
entspricht. Die Fléche
Sc, die unendlich weit
entfernt vom  Punkt
] . P angenommen ist,
z schliesst die Integrati-
y T onsfliache.

Se
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aussendet, d.h. es gilt

—iwt gltha—wt) _ _ 2 2 2
Ul(q)e —Uoiq mit ¢ = /(. —2q)? + (y —yq)? + (2 — 2q)%. (1.54)

Setzen wir den entsprechenden Ausdruck fiir U(g) in (1.53) ein, so erhalten wir

1 ikq 1 ikr = tkr ikq
Up = —— (er <ik—)e L V<er >-ﬁ>d5
47 Sa q T ror T q
1 ikq 1 ikr = ikr 1 ikq 7
- (er <z’k:—>e Tt <¢k—>er q-ﬁ)ds
47 S q r ror r q q q

ik(g+r) N 1 .
:—UO% c <<ik—1>r-ﬁ—<ik—>q-ﬁ>d8. (1.55)
dr Js,  qr r)r a/ q

Wir fithren an dieser Stelle eine erste Naherung ein, indem wir annehmen,
dass die Abstinde ¢ und 7 der Punkte Q und P von der Offnung viel gros-
ser sind als die Wellenldnge A\ des Lichts. Man spricht in diesem Fall von der
Fernfeldniherung. Damit gilt

2mn 1 1
k= —— — 1.56
i N (1.56)
und daher
U, ik(g+r) 7 7
Up ~ -2 © <ikr-ﬁ—ikq-ﬁ> ds
47 Saqr r q
ik ik(g+r) — =
= Uof ¢ <r-ﬁ—q.ﬁ>ds (1.57)
dr Js, qr r q

Wir fithren nun die Winkel Jy und #; ein (sieche Abb. 1.12) und erhalten somit
unter der Annahme ¢, r > A fiir die Auslenkung Up im Punkt P den Ausdruck

ik(q+r)
U = Yok ]{ ¢ (cos 1 + cosd) dS. (1.58)
i Jg,  qr

Dies ist die sogenannte Kirchhoff-Fresnel-Formel fiir die Beugung.

Bevor wir zur Fraunhofer-Beugung kommen, fithren wir noch eine weitere
Néherung ein: Die uns interessierenden Beobachtungspunkte P liegen in mehr
oder weniger direkter Verbindung zur Quelle @ (sonst ist P im Schatten und
Up = 0) und daher gilt cos ) ~ cosy. Es handelt sich in diesem Fall um eine
Art paraxiale Naherung (siche Abschnitt 1.1.3). Damit ergibt sich

k ik(q+r)
Up ~ UO, j{ ¢ cos¥1dS. (1.59)
2mi Jg, qr

Diese Formel entspricht genau dem Prinzip von Huygens: Die auf die Offnung
Sa auftreffende Wellenfront pflanzt sich durch Aussendung von Kugelwellen
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Sg
Yo S Y1
q n A r
Q P
Ss
Abb. 1.12: Festlegung der Winkel 9J¢ und

1.

fort, welche im Beobachtungspunkt P interferieren und dort die Auslenkung Up
erzeugen. Damit haben wir, wie zu Beginn formuliert, das Prinzip von Huygens
aus fundamentalen Prinzipien hergeleitet, was seine Giiltigkeit im Nachhinein
rechtfertigt.

Im folgenden Abschnitt gehen wir nun ausgehend von der Gleichung (1.59)
etwas genauer auf den Grenzfall der Fraunhofer-Beugung ein.

1.2.2 Fraunhofer-Beugung

Wir wéhlen zur Besprechung der Fraunhofer-Beugung ein Beugungsobjekt mit
rechteckiger Blende mit den Seitenldngen a und b (siche Abb. 1.13) an dem
die elektromagnetische Strahlung gebeugt wird. Zudem legen wir den Ursprung
des Koordinatensystems in den Mittelpunkt der Flache Sa. In der Wellenoptik
betrachten wir meist Situationen in denen die Wellenldnge A des Lichts von dhn-
licher Grossenordnung ist wie die Beugungsobjekte mit denen es wechselwirkt,
d.h. es gilt A ~ a,b. Da wir fiir die Herleitung der Gleichung (1.59) die Fern-
feldndherung (g, > A) angenommen haben, gilt somit auch ¢,r > a,b. Daher
konnen wir die Faktoren 1/(gr) und cosd; durch 1/(goro) bzw. cos® ersetzen,
wobei gg und 1o die Abstdnde der Punkte Q und P vom Mittelpunkt der Fliche
Sa bezeichnen und ¥ den Winkel zwischen der Verbindungslinie von Punkt P
zum Mittelpunkt der Flache Sp und der Flachennormalen 7. Damit vereinfacht

b/2 Ss

Sa

Y 0 a2 Y _
Abb. 1.13: Fraunhofer-Beugung an ei-

ner rechteckigen Blende mit den Seiten-
langen a und b. Den Ursprung des Ko-
-al2 - . ..
ordinatensystems legen wir dabei in den
Mittelpunkt der Flache Su.
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sich Gleichung (1.59) zu

Unk 9 a/2  rb/2
U ~ Jok cos / / k() e dy. (1.60)
a/2 b/2

Fiir die Summe g+r im Exponenten ist dieselbe Naherung jedoch nicht zuléssig,
da der Faktor ¢*(2+7) bereits bei einer Anderung von ¢+ r um eine Wellenlénge
A den Einheitskreis in der komplexen Ebene einmal iiberstreicht. Wir kénnen
aber die beiden Abstdnde ¢ und r im Exponenten um die Werte gy bzw rg
entwickeln. Aufgrund unserer Wahl des Koordinatensystems ergibt sich®

qZ\/(ﬂc—ﬂfQ)QJr(y—yQ)“r%

2
T 1 rro +
- (2 WYy L (g (HREWRY ()
o o 2q0 )
r= \/(:v—fvp)2+(y—yp)2+21%
TP  YYp 1 TTp + Yyp 2
Nr0—<+>+(a¢2+y2—<>>- (1.63)
0 0 2rg To

Wir gehen nun sogar noch einen Schritt weiter und vernachléssigen auch die
quadratischen Terme. Einsetzen in die Gleichung (1.60) ergibt

ik(qo+r0) a/2 rb/2
Up ~ Uok 70770 cosﬁ/ / e REXTHYY) ddy, (1.64)
21 qoro a/2J b2
wobei
X =22, (1.65)
40 7o
y=% % (1.66)
do To

Diese Néherung, bei der wir nur noch lineare Terme im Exponenten bertick-
sichtigen, entspricht der sogenannten Fraunhofer-Ndherung. Aber was genau
bedeutet nun diese Naherung? Betrachten wir die Gleichung (1.64) so erken-
nen wir, dass sowohl die von der Quelle Q ausgehenden Kugelwellen als auch
die von der Flache Sx ausgehenden Kugelwellen durch ebene Wellen ersetzt
werden. D.h. die Terme, welche aufgrund der Kriimmung der Wellenfronten
entstehen, werden vernachlassigt. Diese Ndherung ist gerechtfertigt, wenn der
Abstand zwischen Quelle und Beugungsobjekt, sowie zwischen Beugungsobjekt
und Beobachtungspunkt sehr viel grosser ist als die Dimensionen der Blende. Als
Alternative kann jedoch auch die Punktquelle im Brennpunkt einer Sammellinse

SFiir diese Niherung verwenden wir die Taylor-Formel im Zweidimensionalen bis zur zweiten
Ordnung

f(z,y) ~ £(0,0) + J(0,0) (i) + % (z ) H(0,0) (Z") , (1.61)

wobei J(0,0) die Jacobi-Matrix und H(0,0) die Hesse-Matrix bezeichnen.
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positioniert werden und der Beobachtungspunkt im Brennpunkt einer zweiten
Sammellinse (siche Abb. 1.14). Dann haben wir sowohl bei der Quelle als auch
beim Beobachtungspunkt Kugelwellen und beim Beugungsobjekt ebene Wellen
vorliegen und die Fraunhofer-Ndherung entspricht der exakten Losung.

Wir kommen zuriick zu unserer Berechnung der Auslenkung Up im Punkt
P hinter einer rechteckigen Blende. Als néchstes fithren wir das Integral iber y
in Gleichung (1.64) separat aus

/b/2 e*ikdey _ — e~ tkYb/2 + etkYb/2 _ ZSin(k:Yb/Q)
—b/2 kY kY
- bSH/;By mit B, = kYb/2. (1.67)
Yy

Analog ergibt sich fiir das Integral iiber z in Gleichung (1.64)

a/2 ) 1
/ S aSHﬁlfBX mit B = kXa/2. (1.68)
—a/2 x

Damit ergibt sich fiir die Auslenkung Up im Punkt P in grossem Abstand hinter
einer rechteckigen Blende

Unk et*(q0+70) in By si
= L,eicos a sin B sin By (1.69)
2mi qoro B By
Fiir die Intensitiit Ip oc |[Up|? im Punkt P ergibt sich demzufolge
sin? By sin? By (1.70)

Ip = Iy )
Bz B2

wobei Iy die maximale Intensitat ist (siche Abb. 1.15(a)).
Die Intensitétsverteilung Ip /I fiir die Beugung am Einzelspalt erhalten wir,
indem wir 3y = 0 setzen
.2
sin“ 8 .
Wir gehen nun kurz auf einige charakteristische Eigenschaften dieser Intensi-
tatsverteilung fiir den Einzelspalt ein (siehe Abb. 1.15(b)):

<«— Beugungsobjekt

/ Abb. 1.14: Wird die Punktquelle im
Brennpunkt einer Sammellinse positio-
\ @P niert und der Beobachtungspunkt im

Q

=/

Brennpunkt einer zweiten Sammellin-
se, dann entspricht die Fraunhofer-
Sammellinsen Néherung der exakten Losung.
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(@

Bx

a)

b)

b
(b) 10

0.8 1

Ip/lo

0.4r 1

0.2 1

-10 -5 0 5 10

Abb. 1.15: (a) Intensitdtsverteilung fiir die Beugung an einer recht-
eckigen Blende als Funktion von fx und Sy,. (b) Normierte Inten-
sitiat Ip /Iy fiir die Beugung am Einzelspalt als Funktion von £.

Das Hauptmaximum tritt fiir 5 = 0 auf. Die Intensitdt Ip nimmt dort
den Wert I an.

Die Minima treten bei den Nullstellen von sin 8 auf, d.h. wenn [ ein
ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.

Die Nebenmaxima folgen aus der Bedingung
d sin? 3 _ 2cosfsin 3 B 2sin? 3
apg\ 8 ) B2 B3

Daraus ergibt sich folgende transzendente Gleichung, die z.B. graphisch
gelost werden kann

—0. (1.72)

B = tan . (1.73)

Fiir die relativen Positionen der Minima und Maxima gilt: Das
Hauptmaximum befindet sich genau in der Mitte von zwei Minima glei-
cher Ordnung. Hingegen beobachtet man, dass die Nebenmaxima nicht
genau in der Mitte zwischen den benachbarten Minima zu liegen kom-
men. Die numerische Losung der transzendenten Gleichung (1.73) ergibt
jedoch, dass mit zunehmendem [ die Nebenmaxima immer néher in die
Mitte riicken: Fiir das erste Nebenmaximum erhélt man § = 1.437 statt
1.57 fiir die Mitte, beim zweiten 2.467 statt 2.57, beim dritten 3.477 statt
3.97, USW..

Bisher haben wir von Fraunhofer-Beugung gesprochen, wenn wir im Bereich

des B

eugungsobjekts von ebenen Wellen ausgehen kénnen oder mathematisch

ausgedriickt wenn wir nur lineare Terme im Exponenten beriicksichtigen miissen.
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Eine allgemeinere Formulierung der Bedingung fiir Fraunhofer-Beugung ist die
Folgende:

Fraunhofer-Beugung wird in der Bildebene eines Objekts beobachtet (siche Ab-
schnitt 1.1.2). In diesem Fall wird die Beugung durch Beugungsobjekte verur-
sacht, die sich zwischen dem Objekt und der Bildebene befinden.

Diese Definition macht klar, dass die Fraunhofer-Beugung vor allem im Zu-
sammenhang mit Abbildungsinstrumenten von Bedeutung ist. Oder anders for-
muliert, iiberall wo wir etwas abbilden, sollten wir beachten, dass jedes Beu-
gungsobjekt zwischen Objekt und Bild, das den Weg des Lichts einschréinkt,
Fraunhofer-Beugung hervorruft. Dies ist eine der Hauptursachen fiir das be-
grenzte Auflésungsvermogen von optischen Instrumenten.

Betrachten wir unsere allgemeinere Definition noch ein wenig genauer. Ir-
gendwie scheint sie nicht ganz im Einklang zu stehen mit der bisherigen Be-
schreibung der Fraunhofer-Beugung. Was ist z.B. wenn sich das Beugungsob-
jekt zwischen Objekt und Bild an einem Ort befindet, bei dem die Wellenfronten
stark gekriimmt sind, wiirde das nicht unsere Naherungen verletzen? Die Ant-
wort ist nein, wie folgendes Gedankenexperiment zeigt (sieche Abb. 1.16): Eine
Punktquelle wird durch eine Sammellinse abgebildet. Dazwischen befindet sich
ein Beugungsobjekt. Vor dem Beugungsobjekt ist eine Streulinse mit Brennwei-
te — f platziert und nach dem Beugungsobjekt eine Sammellinse mit Brennweite
+f. Die erste Linse macht die einfallenden Wellenfronten eben und die zweite
Linse bringt sie zuriick in die urspriingliche Form. Nahern sich nun diese Lin-
sen, dann bewirken diese in der paraxialen Néherung (siehe Abschnitt 1.1.3)
ausschliesslich, dass beim Beugungsobjekt ebene Wellen vorliegen, ansonsten
haben sie keinen Effekt. Somit wird insbesondere klar, dass die Voraussetzung,
dass ebene Wellen beim Beugungsobjekt vorliegen, nicht zwingend ist fiir die
Fraunhofer-Beugung.

Bisher haben wir die Beugung an einer rechteckigen Blende betrachtet und
dabei fiir die Auslenkung Up im Beobachtungspunkt P die Gleichung (1.64)

erhalten

k zk(qo+ro) a/2  prb/2

Up = Dok e / / e~ FXTEYY) Gy, (1.74)
2w qoro a/2J /2

) ) Beugungsobjekt
Abbildungslinse

\ Streulinse \ Sammellinse

Bild

\

Abb. 1.16:  Illustration

des Gedankenexperi-
Objekt ments zur  allgemei-
. nen  Definition  der

£ +f Fraunhofer-Beugung.
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Wir verallgemeinern nun zum Abschluss der Fraunhofer-Beugung diese Glei-
chung auf beliebig geformte Blenden. Dies kann durch das Hinzufiigen der so-
genannten Transmissionsfunktion f(x,y) erreicht werden

Uok etk(go+ro)

Up = cosﬁ/ / flx,y)e _’k(XHYy)dxdy (1.75)

2w qoro

f(z,y) nimmt den Wert 1 an, wenn der Punkt (z/y) transparent ist und 0 wenn
der Punkt (x/y) lichtundurchlissig ist. Im Fall unserer rechteckigen Blende gilt
z.B.

flz,y) = (1.76)

0, sonst.

{1, 7| < a/2 und |y| < b/2,

Durch hinzufiigen dieser Funktion f(z,y) ist es sogar moglich Blenden zu be-
riicksichtigen, die nur einen Teil des Lichts durchlassen, indem f(z,y) = p mit
0 < p < 1 gesetzt wird. Zudem koénnen auch Blenden erfasst werden, die eine
Phasenverschiebung bewirken. In diesem Fall ist f(x,y) eine komplexe Zahl.
Die Gleichung (1.75) ist die Fourier-Transformierte der Transmissionsfunktion
f(x,y), d.h. die Intensitatsverteilung bei der Fraunhofer-Beugung ergibt sich
aus der Fourier-Transformierten der Transmissionsfunktion f(z,y). Als weite-
res Beispiel dazu sei der Doppelspalt erwéhnt (siehe Abb. 1.17). Dabei haben
zwei Einzelspalte der Breite b einen Abstand a und es gilt fiir die Transmissi-
onsfunktion

fly) =s(y—a/2) +s(y +a/2), (1.77)
wobei

1 <b/2
s(x):{ o el =72, (1.78)
0, sonst.

X
b b
a2 a2 Y Abb. 1.17:  Fraunhofer-Beugung am
Doppelspalt: Die Breite eines Einzel-
spalts wird mit & und der Abstand
zwischen den Einzelspalten mit a
bezeichnet.
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gnetischen Welle im Beobachtungspunkt P

Unk etk(qo+ro)
Up = b cosz?/ —a/2) + s(y +a/2))e” ¥y
2wt qoro

Unk etk(go+7o) 5+3 $+3
= 20 ——cosd / e Y'Yy + / e Yy gy
@ qoTo -

N??‘

— g’okfeik(qo-l—m) cos ¥ < ikYa/2 +e zkYa/2>
™ qoTo

Uk e?klaoto) 2sin(kYb/2)
=i e cos U2 cos(kYa/2)T

Uk etk(@0+ro) sin 8
= ————cosvbcosp
T qoTo 6

(1.79)

wobei

¢ =kYa/2, (1.80)
B =FkYb/2. (1.81)

Fiir die Intensitiit Ip oc |[Up|? im Punkt P ergibt sich demzufolge

sin? ﬂ

B?

wobei Iy die maximale Intensitat ist. Wir gehen nun kurz auf einige charakteris-
tische Eigenschaften dieser Intensitétsverteilung fiir den Doppelspalt ein (siehe

Abb. 1.18):

Ip = Iycos® p—5 (1.82)

a) Wir fithren als erstes die beiden Begriffe Spalt- und Strukturfaktor
ein. Dazu schreiben wir die Intensitat Ip in der Form

Ip =1y F*. G2, (1.83)

wobei F' = sin 8/ als Spaltfaktor und G = cos ¢ als Strukturfaktor be-
zeichnet werden. Die Quadrate der beiden Grossen heissen Spaltfunktion
bzw. Strukturfunktion. Die Strukturfunktion G? hingt nur vom Abstand
a der Einzelspalte und nicht von ihrer Breite b ab. Betrachtet man nur die
Grosse Iy - G? ohne die Spaltfunktion F? dann entspricht dieser Ausdruck
der Intensitatsverteilung, falls von den beiden Einzelspalten nur jeweils
eine Elementarwelle ausgehen wiirde. Dies ist der Fall beim sogenann-
ten Youngschen Doppelspaltversuch. Bei einem Doppelspalt mit endlichen
Breiten b treten auch Interferenzen zwischen den Elementarwellen eines
Einzelspalts auf. Diese werden durch die Spaltfunktion F2 beriicksichtigt.

b) Doppelspaltmaxima treten unter der Bedingung ¢ = mm (m € Z) auf.
Fallen jedoch ein Doppelspaltmaxima und ein Einzelspaltminima zusam-
men, dann wird das entsprechende Maximum unterdriickt. Fiir die Einzel-
spaltminima gilt nach den Ausfithrungen zum Einzelspalt 8 = nw (n € Z).
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1.0—
0.8+ -
06} ]
0.4} ]
0.2f ]
- Abb. 1.18: Fraunhofer-Beugung am Dop-
0.0 b M LY, Nal . pelspalt: Die normierte Intensitét Ip /Iy
-0 -5 0 5 10 als Funktion von /3 gezeichnet fiir a = 5d,
B d.h. ¢ = 56.

Mit (1.80) und (1.81) ergibt sich daher als Bedingung fiir fehlende Beu-
gungsmaxima

m a
— = -, 1.84
— =3 (1.84)
Da m und n ganzzahlig sind, kommt es somit zur Ausléschung von Dop-
pelspaltmaxima fiir rationale Verhéltnisse von Einzelspaltbreite b und Ein-
zelspaltabstand a. In unserem Beispiel in Abb. 1.18 (a = 5b) werden somit
die Ordnungen m = +5, £10, £15, ... unterdriickt.

Falls nun b = a ist gilt nach (1.84) m = n und es werden somit bis auf
m = 0 alle Doppelspaltmaxima unterdriickt. Dies ist so zu verstehen, dass
fiir b = a die beiden Einzelspalte der Breite b zu einem Einzelspalt der
Breite 2b vereinigt werden und nur das Beugungsbild eines Einzelspalts
beobachtbar ist.

¢) Doppelspaltminima treten unter der Bedingung ¢ = %ﬂ' (m e Z)
auf.

1.2.3 Prinzip von Huygens

In Abschnitt 1.1.1 haben wir das Brechungsgesetz von Snellius mit Hilfe des
Fermatschen Prinzip hergeleitet. Alternativ ist auch eine Herleitung des Bre-
chungsgesetzes mittels dem Prinzip von Huygens moglich (siche Physik II Vor-
lesung). Wie wir im Abschnitt 1.2.1 gesehen haben, entspricht die angenédher-
te Kirchhoff-Fresnel-Formel (1.59) fiir die Beugung dem Prinzip von Huygens:
Der g-Term entspricht den einfallenden Wellen und bestimmt die Phasen der
Huygens-Punktquellen. Die r-Terme sind die Beitriage zur Welle im Punkt P
von all diesen Quellen und wenn wir iiber alle diese Quellen integrieren, so fiih-
ren wir genau das aus, was Huygens in seinem Prinzip formuliert hat.

Um dies noch besser zu illustrieren, leiten wir anhand unserem Integral-
Formalismus das Brechungsgesetz von Snellius her. Dazu betrachten wir den



34 KAPITEL 1. OPTIK UND OPTISCHE INSTRUMENTE

Fall, bei dem die Fliache Sa zwei Gebiete trennt, die unterschiedliche Brechungs-
indizes nq und n9 aufweisen. Die entsprechenden Wellenzahlen lauten dann
k1 = wni/c und ke = wng/c. Wir verwenden nun die Fraunhofer-Néherung.
Damit ergibt sich fiir die Auslenkung Up im Punkt P die Gleichung (1.64) mit
dem einzigen Unterschied, dass wir anstelle der Wellenzahl k& die Wellenzahlen
k1 bzw. ko einzusetzen haben

i(k1q0+k27'0) a/2 b/2 -l /
Up = Uo(ky il ka) e cosﬂ/ / e XY W dgdy,  (1.85)

i qoro —a/2J-b)2
wobei
X' = 29 4 gy TP (1.86)
q0 o
V' =k 29 4k, 22 (1.87)
4o 70

Analog zu den Ausfithrungen im Abschnitt 1.2.2 erhalten wir

sin By sin By

Uo (k1 + ko) ei(kogotkiro)

Up = cos Yab , 1.88
P 4mi qoTo Bx ﬁy ( )
wobei
Bx = X'a/2, (1.89)
By = Y'b/2. (1.90)

Das Brechungsgesetz von Snellius ist ein Gesetz der geometrischen Optik. Wir
gehen daher zum Grenzfall a,b > X iiber. Der Wellencharakter des Lichts tritt
dann in den Hintergrund und es interessiert uns in diesem Fall die Bedingung
fir die Position des Hauptmaximums. Diese lautet 3y = B, = 0 und daher
X' =Y’ = 0. Daraus folgt

kooQ = 2P (1.91)
q0 7o

kolQ = 22 (1.92)
q0 7o

Fiihren wir den Einfallswinkel 9J; und den Ausfallswinkel ¥y ein (siehe Abb. 1.19),
so ergibt sich mit k; = wni/c und ky = wny/c in Ubereinstimmung mit (1.6)
das Brechungsgesetz von Snellius

n1 sin vy = ng sin Y. (1.93)

1.3 Auflésungsvermogen von optischen Instrumenten

Unter dem Auflésungsvermogen eines optischen Instruments versteht man den
kleinsten Abstand zweier Objekte, so dass diese noch als zwei Objekte wahrge-
nommen werden konnen. Die Hauptursache fiir das begrenzte Auflésungsverma-
gen von optischen Instrumenten sind Beugungseffekte (siche Abschnitt 1.2.2).
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X
Sa =3
D =Y s p
1)
(o
Wi 0
o Abb. 1.19: Definition des Einfallswinkels
‘Q """""""""""""""""""" Xa ¥; und des Ausfallswinkels 9J; fiir das Bre-
chungsgesetz von Snellius.

In einem ersten Teil dieses Abschnitts befassen wir uns nun mit der Frage, wie
Beugungseffekte das Auflosungsvermogen eines Teleskops begrenzen.

Wir betrachten zwei Lichtquellen, z.B. zwei Sterne, deren Licht auf eine Off-
nung trifft, z.B. auf diejenige eines Teleskops. Das Licht beider Quellen wird
dann gebeugt und verursacht je eine Intensitétsverteilung ahnlich zu derjenigen
beschrieben durch die Gleichung (1.70). Diese Intensitatsverteilung wird durch
eine CCD-Kamera oder direkt durch unser Auge aufgenommen. Sind diese bei-
den Lichtquellen sehr nahe beieinander, dann werden sich die beiden Intensitéts-
verteilungen iiberschneiden und wir kénnen die beiden Objekte nicht mehr als
getrennt wahrnehmen. Bis zu welchem Abstand wir die Objekte einzeln auflésen
kénnen héngt davon ab, wie empfindlich unsere Kamera oder unser Auge auf
Anderungen in der Intensitit reagiert. Das bekannte Kriterium fiir das Aufls-
sungsvermogen eines optischen Instruments stammt von Rayleigh und lautet:

Zwei Objekte konnen gerade noch als getrennt wahrgenommen werden, wenn
das Hauptmaximum der Intensitétsverteilung, die vom ersten Objekt stammt,
mit dem ersten Minimum der Intensitétsverteilung, die vom zweiten Objekt
stammt, zusammenfallt.

Um dieses Kriterium in Form einer Gleichung anzugeben, gehen wir genauer
auf das Beispiel der Beobachtung von zwei Sternen mit einem Teleskop ein. Wir
nehmen dabei an, dass das Auflésungsvermogen alleine durch die Beugung am
Rand der ersten Linse (Frontlinse) des Teleskops begrenzt ist. Den Radius dieser
kreisférmigen Blende bezeichnen wir mit R. Bevor wir auf das Auflésungsvermo-
gen eingehen, betrachten wir daher zunéchst die Beugung an einer kreisférmigen
Blende (siehe Abb. 1.20). Die entsprechende Transmissionfunktion f(r, ) lau-
tet

1, r<R,

1.94
0, sonst. ( )

f(re) :{

Einsetzen in die Gleichung (1.75) ergibt fiir die Auslenkung Up der elektroma-
gnetischen Welle im Beobachtungspunkt P

L ik(go+ro) R 27 ] )
Up = UL, S cosY / / e h(Xpcosp+Ypsin “")pdpdgo, (1.95)
2w qoro o Jo
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Beobachtungsebene

x

Abb. 1.20:  Beugung
an einer kreisférmigen
Blende. Zur Berech-
U nung der Intensitét
® Ip im Beobachtungs-
P punkt P wird von den
R 6 kartesischen Koordi-

0 naten z (z’) und y
y~ % (y') zu den Polarko-
ordinaten p (pp) und
¢ (pp) gewechselt.
Die Einfiihrung des
Winkels 9 dient zur
Angabe des Rayleigh-
Kriteriums in Form
einer Gleichung.

kreisférmige Blende

wobei wir von den kartesischen Koordinaten z und y zu Polarkoordinaten p und
¢ gewechselt haben. Da die im Beispiel betrachteten Lichtquellen (Sterne) sehr
weit von der kreisformigen Blende (Teleskop) entfernt sind, gilt go > 79 und
damit

x=rf I TP _ PPCOSPR (1.96)
q0 To 7o 70

y—Ya, w vp_ ppsinge (1.97)
q0 To To To

wobei wir wiederum von kartesischen Koordinaten zp und yp zu Polarkoordi-
naten pp und pp gewechselt haben. Somit ergibt sich

Upk etk(qo+ro

R 2
UP - 2711 ) COSﬁ/ / ’ e_ikppP(COSSDCOS pptsinpsin SDP)/TOpdpd‘?O
T qoTo 0 0
Uok ei*(a0+r0) R
= %67 cos 79/ / e thorr Cos(w_wp)/ropdpd‘:o' (1.98)
T qoTo 0 0

Da unsere Anordnung achsensymmetrisch ist, muss die Losung schlussendlich
unabhingig von p sein. Wir diirfen daher ¢p = —7 setzen und erhalten”

Uok etk(qo+ro)

R 2w
p= P — Cosﬁ/o /0 etkPPP oS 9/T0 i pp. (1.99)

Um dieses Integral zu 16sen, fiithren wir die sogenannten Besselfunktionen erster
Art Jp(x) ein

c—n 2
Jn(z) = gilnttecost) gy (1.100)

=5,

"Grundsitzlich kénnten wir jeden beliebigen Wert fiir ¢p einsetzen. Wir wihlen pp = —, da
in diesem Fall das Minus im Exponenten verschwindet.
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Insbesondere gilt

1 2m .
= — HECoStat 1.101
By =g [ e (1101)
und damit
Unk tk(qo+ro) R
Up = A —— COS’l927T/ Jo(kppp /ro)pdp. (1.102)
2w qoro 0

Fiir Besselfunktionen gilt zudem die Differentialgleichung

(@ (@) = a1 (), (1.103)

Daraus ergibt sich fiir n =1

/0 " ydo(y)dy = v (@), (1.104)

Mit Hilfe der Substitution w = kppp/r¢o und Gleichung (1.104) ergibt sich fiir
die Auslenkung Up im Beobachtungspunkt P

Unk etk(qo+ro) 2 rkRpp/ro
Up = e cosv2nm <7“0) / Jo(w)wdw
21 qoro kop ) Jo

Unk et*(q0+70) R
=2 T os ﬁQﬂZOTJl(k:Rpp/ro)
P

N 211 qoTo
ik(go+r0)
_ Dok 0T s w2 g2 JLUER PR /T0) (1.105)
2w qoro kRpp /7o
Fiir die Intensitiit Ip o |Up|? im Punkt P erhalten wir demzufolge
2 2
Ip = I(] ( J%(ﬁ)) mit B = kRpp/TQ, (1106)

wobei Iy die maximale Intensitdt ist und der Faktor 2 daher kommt, dass
Ji(z)/x = 1/2 fiir = 0. Betrachten wir diese Intensitétsverteilung etwas genau-
er so erkennen wir, dass das zentrale Hauptmaximum als heller Fleck erscheint
(sieche Abb. 1.21). Diesen Fleck nennt man die Airy-Scheibe. Dieser mittlere
helle Fleck ist umgeben von einem dunklen Ring, der zur ersten Nullstelle der
Besselfunktion J;(8) gehort. Diese befindet sich bei § = kRpp/ro = 3.83. Wir
kénnen den Radius pp dieses dunklen Rings als Radius ps der Airy-Scheibe
interpretieren. Er betragt demzufolge

To
kR
Wir kénnen die Grosse der Airy-Scheibe auch durch Angabe des entsprechenden
Winkel ¥ ausdriicken (siche Abb. 1.20). Da pp/rg = sind ~ 9 gilt

pA = 3.83 (1.107)

NS 3.83L =1.22 A

e 5 (1.108)
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b
(@ (b) 10

0.8 1

Ip/lo

0.4r 1

0.2 1

-10 -5 0 5 10

Abb. 1.21: (a) Intensitatsverteilung fiir die Beugung an einer kreis-
formigen Blende als Funktion von 8x = 3 cos ¢p und g, = Bsin pp.
(b) Normierte Intensitét Ip/Ij fiir die Beugung an einer kreisfor-
migen Offnung als Funktion von 2.

wobei wir verwendet haben, dass k = 27/\ und wir den Durchmesser D = 2R,
der kreisformigen Blende eingefiihrt haben®.

Nachdem wir die Beugung an einer kreisformigen Offnung verstanden ha-
ben, sind wir in der Lage das Auflésungsvermogen eines Teleskops anzugeben.
Betrachten wir mit dem Teleskop zwei Sterne, so nehmen wir aufgrund der
Beugung an der Frontlinse fiir jeden Stern eine Intensitatsverteilung wahr, die
derjenigen in Abb. 1.21 entspricht. Sei nun der Winkelabstand A¢ den bei-
den Sternen ausreichend gross, erscheinen die beiden Beugungsbilder vollstén-
dig voneinander getrennt, d.h. wir nehmen die beiden Sterne einzeln wahr. Wird
Ay jedoch kleiner, so kommen auch die beiden Beugungsbilder néher zusam-
men, iiberlagern sich und werden schlussendlich zu einem einzigen Bild. Nach
dem Rayleigh-Kriterium kénnen nun die beiden Sterne gerade noch als getrennt
wahrgenommen werden, wenn der Mittelpunkt der Airy-Scheibe des Beugungs-
bilds des ersten Sterns mit dem ersten dunklen Ring des Beugungsbilds des
zweiten Sterns iibereinander liegen. D.h. der minimale noch auflésbare Winkel-
abstand Appiy entspricht 94 und somit gilt nach (1.108)

A
Appin = 1.22=. 1.1
© D (1.109)

Betrachten wir diese Formel fiir das Auflésungsvermogen eines Teleskops, so
wird klar, dass ein grosser Durchmesser D der Frontlinse von grossem Vorteil
ist. Dies ist auch der Grund, wieso in der Astronomie verwendete Teleskope sehr

8Wir sind dabei davon ausgegangen, dass unsere Untersuchungen in Luft stattfinden und daher
der Brechungsindex n = 1 ist.
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gross sind. Andererseits ist es schwierig die Position von Niederfrequenzquellen
aufzulésen, da tiefere Frequenzen eine hohere Wellenldnge \ bedeuten.

An dieser Stelle sei bemerkt, dass wir bei der Betrachtung des Auflésungsver-
mogens angenommen haben, dass das Licht der beiden Sterne nicht interferiert.
Das hat uns erlaubt die Uberlagerung der beiden Intensititsverteilungen zu be-
trachten, ohne dabei Phasenunterschiede, zwischen den eintreffenden Wellen zu
berticksichtigen. In dem betrachteten Fall ist dies eine gute Naherung, da es
sehr unwahrscheinlich ist, dass das Licht der beiden Sterne gleiche Polarisation
und stabile Phasen zueinander hat. Beleuchten wir jedoch zur Untersuchung von
Objekten diese mit einer einzigen Lichtquelle, so miissten wir die Interferenz des
Lichts der verschiedenen Objekte beriicksichtigen.

Das néchste Ziel ist nun ausgehend von diesen Betrachtungen beim Tele-
skop das Auflésungsvermogen eines Mikroskops zu bestimmen. Wir nehmen
dabei analog zum Teleskop an, dass das Auflésungsvermogens alleine durch die
Beugung am Objektiv begrenzt ist (siehe Abb. 1.8). Die Offnung sei wiederum
kreisformig mit Durchmesser D und wir kénnen von Gleichung (1.109) ausge-
hen. Mit der Annahme, dass der Abstand des Gegenstands zum Objektiv etwa
der Brennweite f entspricht und der kleinste noch auflésbare Winkel Ay, sehr
klein ist, ergibt sich daher fiir den kleinsten noch auflésbaren Abstand Azmin
zweier Punkte eines Objekts

AZmin ~ Apminf = 1.22%}0. (1.110)

Bezeichnen wir den halben Offnungswinkel des Objektivs mit «, dann gilt ni-
herungsweise

D/2
sin o ~ —/ (1.111)
/
und somit
A
Azpin = 0.61——. (1.112)
sin «v

Um das Auflésungsvermdégen zu vergrossern, wird bei Mikroskopen oft eine Im-
mersionsfliissigkeit wie Wasser oder Ol zwischen das Objektiv und den Gegen-
stand gegeben, d.h. anstelle von Luft mit Brechungsindex n = 1 fiihren wir
unsere Untersuchungen in einer Fliissigkeit mit Brechungsindex n > 1 durch.
Daher miissen wir in unserer Formel fiir den kleinsten noch auflésbaren Abstand
AZmin den Brechungsindex n dieser Immersionsfliissigkeit hinzufiigen

A

nsina’

Aa:min = 0.61

(1.113)

Fithren wir noch die numerische Apertur NA = nsina ein, so erhalten wir
schlussendlich fiir den kleinsten mit einem Mikroskop noch auflésbaren Abstand
Azpin den Ausdruck
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A

Dieses Auflosungsvermogen wird nach Ernst Abbe, der diese Beziehung im
19. Jahrhundert aufstellte, auch Abbe-Auflosungsvermdgen genannt.

Wird z.B. bei einem Mikroskop mit Offnungswinkel a = 53° als Immersi-
onsfliissigkeit Ol mit Brechungsindex n = 1.5 verwendet, so ergibt sich fiir den
kleinsten noch auflésbaren Abstand

AZpin ~ 0.5\ (1.115)

D.h. in diesem Fall kénnen Details, die kleiner sind als eine halbe Wellenlange
nicht mehr erkannt werden.

1.4 Polarisation

Bisher haben wir Licht einfachheitshalber durch eine skalare Wellenfunktion
beschrieben. Dabei haben wir ausser Acht gelassen, dass Licht eigentlich einer
elektromagnetischen Welle entspricht und somit durch elektrische und magneti-
sche Feldstarkevektoren, die senkrecht zueinander und zur Ausbreitungsrichtung
orientiert sind, zu beschreiben ist. Solange sich Licht im freien Raum ausbreitet,
gibt es keine ausgezeichnete Richtung, mit der die Richtungen der elektrischen
und magnetischen Feldstarkevektoren verglichen werden konnte und diese Ver-
einfachung ist gerechtfertigt. Trifft jedoch Licht unter einem bestimmten Winkel
auf eine Flache, dann legt die Fliche eine ausgezeichnete Richtung fest und wir
miissen die Richtungen der elektrischen und magnetischen Feldstérkevektoren
beachten. Die Schwingungsrichtung des elektrischen Feldstéarkevektors bezeich-
net man dabei als Polarisation der elektromagnetischen Welle bzw. als Polarisa-
tion des Lichts. Im Folgenden gehen wir auf die verschiedenen Polarisationsarten
ein, besprechen doppelbrechende Materialien und betrachten den Ubergang von
Licht zwischen zwei Materialien mit unterschiedlichen Brechungsindizes, welcher
durch die sogenannten Fresnel-Gleichungen beschrieben werden kann.

1.4.1 Polarisationsarten

Zur Besprechung der verschiedenen Polarisationsarten nehmen wir an, dass
sich das Licht entlang der z-Achse ausbreitet. Der elektrische Feldstérkevektor
E(ﬁ t), der senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung steht, befindet sich daher in
der zy-Ebene und wir kénnen schreiben

E(z,t) = (Ex8x + Eye'@&,)ekz=wt) (1.116)

wobei € und €, die Einheitsvektoren und Ey und Ey; die Amplituden in z-
bzw. y-Richtung bezeichnen und o den Phasenunterschied zwischen den beiden
Amplituden.
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Der einfachste Fall ergibt sich, wenn der Phasenunterschied oo = 0 ist. Dann
zeigt der elektrische Feldstarkevektor immer entlang derselben Richtung. Man
spricht dann von linearer Polarisation.

Ein weiterer Spezialfall ergibt sich bei identischen Amplituden FEy = Fy =
Ep und einem Phasenunterschied von o = +i7/2. In diesem Fall gilt

E(z,t) = (& 4 e™/28,)eik==wt) (1.117)

und der elektrische Feldstirkevektor E(z,t) rotiert mit der Frequenz w im
Gegen- bzw. im Uhrzeigersinn um die z-Achse. Der Betrag des Feldstarkevek-
tors bleibt dabei konstant. Man spricht in diesem Fall von links bzw. rechts
zirkularer Polarisation.

Im allgemeinen Fall, bei dem die Amplituden Ey und E unterschiedlichen
Betrag und einen beliebigen Phasenunterschied o aufweisen, bewegt sich der
elektrische Feldstéirkevektor E(z, t) wihrend der Ausbreitung der Welle auf einer
Ellipse. Man spricht in diesem Fall von elliptischer Polarisation. Es sei bemerkt,
dass die beiden Hauptachsen der Ellipse dabei aber nicht zwingend entlang der
z- und y-Richtung liegen miissen. In Abb. 1.22 sind die verschiedenen Polarisa-
tionsarten graphisch dargestellt.

1.4.2 Doppelbrechende Materialien

Es gibt viele Materialien, die nicht isotrop sind im Bezug auf optische Wech-
selwirkungen. Der Grund dafiir ist, dass Atome in einem Material normalerwei-
se nicht isotrop verteilt sind - die Atomschichten haben unterschiedliche Ab-
stdnde in unterschiedliche Raumrichtungen. Eine Folge davon ist z.B. dass die
Lichtgeschwindigkeit in einem Material sich als Funktion der Polarisation des
Lichts &ndern kann. Eine spezielle Klasse von anisotropen Materialien, soge-
nannte doppelbrechende Materialien, betrachten wir nun etwas genauer. Diese
haben die Eigenschaft, dass sie zwei senkrecht zueinander stehende Achsen mit
unterschiedlichem Brechungsindex besitzen. Das bedeutet, dass wenn das Licht

2,‘ ]
1k i
1 Abb. 1.22: Amplitude und Phase des
| elektrischen Feldstarkevektors darge-
S 0 stellt in der zy-Ebene fiir verschie-
I | dene Werte von Ey, Ey und a: Fiir
I | (Bx,Ey,a) = (1,2,0) erhalten wir
i lineare Polarisation (blaue grobge-
-1 | strichelte Linie), fiir (Ey,Ey,q) =
i 1 (1,1,7/2) erhalten wir zirkulare Po-
I | larisation (rote feingestrichelte Linie)
24 4 und fir (Ex,Ey,a) = (1,2,7/4)

2 erhalten wir elliptische Polarisation
E, (schwarze Linie).
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entlang der einen dieser beiden Achsen polarisiert ist, es sich mit einer anderen
Geschwindigkeit ausbreitet, als wenn es entlang der anderen Achse polarisiert
ist. Wir legen nun die z- und y-Achse entlang dieser ausgezeichneten Achsen und
bezeichnen die entsprechenden Brechungsindizes mit ny und ny (Ausbreitungs-
richtung ist weiterhin entlang der z-Achse). Dann ergibt sich im allgemeinen
Fall fiir den elektrischen Feldstarkevektor E(z,t) bei einer Eindringtiefe z ins
Material zur Zeit ¢ den Ausdruck

E(z,t) = Eyelb=otg 4 B eilkyzwitalg (1.118)

wobei ky = nyk, ky = nyk und k den Betrag des Wellenvektors im Vakuum
bezeichnet. Da sich in diesem Fall der Phasenunterschied zwischen den beiden
Komponenten mit der Zeit dndert, kann auch die Polarisation des Lichts mit
der Zeit wechseln.

Fertigen wir z.B. eine Platte der Dicke L an, sodass (nx — ny)kL = 7, dann
hat diese die Eigenschaft, dass sie die Polarisationsrichtung von linear polarisier-
tem Licht um einen wahlbaren Winkel drehen kann. Der Rotationswinkel hiangt
dabei vom Winkel zwischen den ausgezeichneten Achsen und der urspriinglichen
Polarisationsrichtung ab. Ein solches Objekt nennt man \/2-Pldttchen.

Eine Platte der Dicke L mit der Eigenschaft (ny —ny)kL = 7/2 heisst A/4-
Pldttchen. Diese kann linear polarisiertes Licht in zirkular oder elliptisch po-
larisiertes Licht oder zirkular in linear polarisiertes Licht umwandeln. Je nach
Zweck, der ein A/4-Plattchen erfiillen soll, muss wiederum der Winkel zwischen
den ausgezeichneten Achsen und der urspriinglichen Polarisationsrichtung ein-
gestellt werden. Zum Beispiel ergibt sich fiir linear entlang der schnellen Achse
polarisiertes Licht keine Anderung in der Polarisation. Wenn jedoch der Winkel
zwischen der schnellen Achse” und der urspriinglichen Polarisationsrichtung 45°
betrigt, dann bewirkt das \/4-Plittchen eine Anderung von linear zu zirkular
polarisiertem Licht.

1.4.3 Fresnel-Gleichungen

Wir diskutieren die Frage, wie polarisiertes Licht erzeugt werden kann. Betrach-
ten wir das Licht, das von Atomen ausgesendet wird, so ist dieses meistens
polarisiert, aber nur beziiglich der unmittelbaren Umgebung des Atoms. Viele
Atome zusammen senden daher oft Licht einer zufélligen Polarisation aus, wie
z.B. die Atome einer Gaslampe. In der Natur finden wir typischerweise polari-
siertes Licht, wenn dieses an einer Grenzfliche zwischen zwei Medien mit unter-
schiedlichen Brechungsindizes reflektiert wird. Dies kann z.B. an der Grenzfliche
zwischen Luft und Wasser auftreten, da Luft und Wasser sehr unterschiedliche
Brechungsindizes aufweisen. Von Vorteil in solchen Umgebungen sind daher so-
genannte polarisierte Sonnenbrillen. In diesem Abschnitt werden wir nun aus-
gehend von den Maxwell-Gleichungen diesen Ubergang von polarisiertem Licht
zwischen zwei Materialien mit unterschiedlichen Brechungsindizes genauer un-
tersuchen. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns dabei auf ebene Wellen.

Die schnelle Achse entspricht derjenigen Achse (x oder y) entlang der sich das Licht schneller
ausbreitet.
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Die Maxwell-Gleichungen in Materie ohne freie Ladungen und Strome lauten
(siehe Physik IT Vorlesung)

V-D=0, (1.119)
V-B=0, (1.120)
- . 9B

E=-=2 1.121
. - 9D

H=" 1.122

wobei fiir die elektrische Feldstérke E, die elektrische Flussdichte 13, die ma-
gnetische Feldstérke H und die magnetische Flussdichte B die folgenden Zu-
sammenhéange gelten D = eeoFE und B = uuoﬁ . Wenden wir die Rotation auf
beiden Seiten von Gleichung (1.121) an, so erhalten wir

V x (VxE)=Vx (—aB>. (1.123)

Mit der mathematischen Identitit V x (Vx E) = V(V-E)—AE fiir Vektorfelder
und den Maxwell-Gleichungen (1.119) und (1.122) erhalten wir

wv.ﬁ)_AE:vx( 35) 2 (95 B) = el (3 < A)

—~ ot ) ot
02D OE
= THHo Gy = THH0CE g (1.124)

Mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1/, /€ppuo im Vakuum und dem Brechungsindex
n = ,/eu des Mediums ergibt sich fiir die elektrische Feldstérke E folgende
Wellengleichung

= n\2 92E
AE= (%) 55 1.125
c/ Ot? ( )

Eine mogliche Losung dieser Wellengleichung ist
B(7,t) = ByetFm=wt), (1.126)

Die entsprechende magnetische Flussdichte B(, ) erhalten wir durch Einsetzen
in (1.121) und Integration tiber ¢. Es ergibt sich

B 1) = kx B t) (1.127)

€|

Zudem gilt nach (1.119) und (1.120) k - E(7,t) = 0 und k - B(7,¢) = 0, d.h. die
Vektoren E(7,t), B(7,t) und k sind wie zu Beginn dieses Abschnitts erwahnt
paarweise orthogonal zueinander.
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Als néchstes bestimmen wir die Randbedingungen fiir das elektrische und
magnetische Feld und die elektrische und magnetische Flussdichte an der Grenz-
fliche zweier Materialien mit unterschiedlichen Brechungsindizes. Als erstes ge-
hen wir auf das Grenzverhalten der magnetischen Flussdichte B ein. Dazu legen
wir ein Quader der Flache A und Hoéhe A um einen beliebigen Punkt der Grenz-
fliche G (siche Abb. 1.23(a)). Der Satz von Gauss liefert dann zusammen mit
der Maxwell-Gleichung (1.120) fiir h — 0

o:/6-J§dvzy§§.ﬁds:(§2+J§1).ﬁA:(B;—BlL)A, (1.128)
\4 S

wobei V' das Volumen und S die Oberflache des Quaders bezeichnen. Somit gilt
fiir die magnetische Flussdichte B die Randbedingung

Bi = Bi, (1.129)

d.h. beim Ubergang an einer Grenzfliche G ist die Normalkomponente B
der magnetischen Flussdichte stetig. Analog lasst sich zeigen, dass auch die
Normalkomponente D L der elektrischen Flussdichte beim Ubergang an einer
Grenzflache stetig ist.

Um das Verhalten der magnetischen Feldstarke H zu untersuchen, legen wir
eine Schlaufe der Hohe A und Lénge a um einen beliebigen Punkt der Grenzflache
G (siehe Abb. 1.23(b)). Der Satz von Stokes liefert dann fiir A — 0

—

0:/(6xﬁ)-ﬁdsz H-ldl = (Hy + Hy) - la = (B) — Ba, (1.130)
S

wobei S die Fldche und 95 den Rand der Schlaufe bezeichnen. Somit gilt fiir
die magnetische Feldstarke H die Randbedingung

ol =ml, (1.131)
@ (b) N
h - >
7 Schli
y a
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Abb. 1.23: (a) Quader der Flache A und Hohe h um einen beliebi-
gen Punkt der Grenzfliche G. (b) Schlaufe der Hohe h und Lénge
a um einen beliebigen Punkt der Grenzflache G.
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d.h. beim Ubergang an einer Grenzfliche G ist die Parallelkomponente H | der
magnetischen Feldstérke stetig. Analog ldsst sich zeigen, dass auch die Parallel-
komponente EHG der elektrischen Feldstéirke beim Ubergang an einer Grenzfli-
che stetig ist.

Wir verwenden nun diese Randbedingungen um den Ubergang von polari-
siertem Licht zwischen zwei Materialien mit unterschiedlichen Brechungsindizes
zu untersuchen. Dabei wihlen wir das Koordinatensystem so, dass der Wel-
lenvektor k in der zz-Ebene liegt, die Normale der Grenzfliche zwischen den
beiden Materialien durch die z-Achse gegeben ist und die Grenzflache der xy-
Ebene entspricht (siche Abb. 1.24). Die Einfallsebene, die durch die Normale
auf der Grenzfliche und den Wellenvektor der einfallenden Welle definiert ist,
entspricht demzufolge der xz-Ebene.

Die elektrische Feldstirke der einfallenden, reflektierten und transmittierten
ebenen Welle sind dann gegeben durch

E; = Eye!kuathizz—wt) (1.132)
E, = Eyye!bexvthrz—wt) (1.133)
_»t _ Etoei(ktxx+ktzz_Wt)7 (1134)
mit
kix = knysind;, ki, = knq cosd;, (1.135)
ki = knqsind,, ki, = —knqcos?;, (1.136)
kix = knosinty, ki, = kng cos dy, (1.137)

wobei n1 und ns die Brechungsindizes der Materialien 1 und 2 sind, 1; der
Einfallswinkel, ¥}, der Reflexionswinkel, 9 der Transmissionswinkel und Eio, Ero,
Ey die Amplituden der einfallenden, reflektierten und transmittierten Wellen.

Wir haben dabei angenommen, dass sich die Frequenz bei der Reflexion und
Transmission nicht dndert und die Wellenvektoren der reflektierten und trans-
mittierten Welle in der Einfallsebene liegen. Diese Annahmen lassen sich durch
die Betrachtung der Randbedingung fiir die elektrische Feldstérke rechtfertigen:
Die Parallelkomponente der elektrischen Feldstirke beim Ubergang an einer
Grenzflache ist stetig

El+El =g (1.138)
X @y
E. ny N,
k
r B
B. K, t
i Abb. 1.24: Wahl des Koordinatensystems
B. zur Untersuchung des Ubergangs von po-
" ki ~_ larisiertem Licht zwischen zwei Materiali-
E Grenzflache en mit unterschiedlichen Brechungsindizes
I ng > MNj.
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Fiir den Koordinatenursprung (z,y, z) = (0,0,0) gilt dann

bt 4 Bljeiort = gl =it (1.139)
wobei wj, wy und wy die Kreisfrequenz der einfallenden, reflektierten und trans-
mittierten Welle sind. Diese Gleichung hat fiir beliebige Zeiten ¢t nur dann eine
nichttriviale Losung, wenn w; = w; = w¢ = w. D.h. bei der Reflexion und
Transmission andert sich die Frequenz nicht. Betrachten wir die Randbedin-
gung (1.138) fiir z = 0 und ¢t = 0, so ergibt sich

Ei|(|]eikix$ + E1|'|Oei(er$+kryy) — El‘oei(ktxm—i—ktyy). (1140)
Diese Gleichung muss fiir alle x und y erfiillt sein. Folglich gilt fiir alle  und y
kixt = kex® + kryy = ki@ + kiyy (1.141)

und somit fiir z = 0, dass k;y = kty = 0, d.h. die Wellenvektoren der reflektierten
und transmittierten Welle liegen in der Einfallsebene. Zudem erhalten wir

Fix = Ky = ki (1.142)

Mit (1.135), (1.136) und (1.137) erhalten wir daraus das Reflexionsgesetz ¥; = o,
und das Brechungsgesetz von Snellius n4 sin¥; = ng sin 9. Diese beiden Gesetze
sind uns bereits bekannt, d.h. wir haben noch keine neue Informationen erhalten
im Vergleich zur Beschreibung des Lichts durch eine skalare Wellenfunktion.

Unser Ziel ist es nun das Verhéltnis der Amplituden der reflektierten und
transmittierten Welle zur Amplitude der einfallenden Welle zu bestimmen. Wir
beschranken uns dabei auf die Situation, bei der die elektrische Feldstarke par-
allel zur Einfallsebene ist (siche Abb. 1.24).19 In diesem Fall spricht man von
parallel polarisiertem Licht. Die Randbedingung fiir die elektrische Feldstérke
lautet dann (siehe (1.138))

E;cos; — E; cos; = Ei cos vy, (1.143)

wobei wir das Reflexionsgesetz 1; = ¢, verwendet haben. Auflésen nach Ei
ergibt

cos %

Ey = (E — E,) (1.144)

cos
Nach (1.131) ist wie bei der elektrischen Feldstérke auch die Parallelkomponen-
te der magnetischen Feldstirke beim Ubergang an einer Grenzfliche stetig. In
unserem Fall ist die magnetische Feldstérke parallel zur Grenzfliche und daher
gilt

H; + H, = H;. (1.145)

OFiir weitere Ausfiihrungen sei auf die Elektrodynamik-Vorlesung oder weiterfithrende Lite-
ratur verwiesen [1].
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Mit B = ppoH und der Annahme, dass puy ~ po gilt daher auch
B; + B, = B. (1.146)

Zudem erhalten wir mit (1.127)

kE E
B=""="" (1.147)
w c
und daher
nl(Ei + Er) = noFEx. (1148)

Einsetzen von 1.144 fiir die Amplitude der transmittierten Welle ergibt

(Bi+ By = "2(B; — By S

ni cos ¥

(1.149)

Als néchstes bringen wir alle Ausdriicke mit E; auf die eine Seite und alle Aus-
driicke mit F, auf die andere Seite und erhalten

B, <1 i mcowi) ) (”2 cosvi _ 1> . (1.150)

n1 cos Ut n1 cos Ut

Damit ergibt sich schlussendlich fiir das Verhéltnis der Amplitude E; der reflek-
tierten Welle zur Amplitude F; der einfallenden Welle das folgende Resultat

E.  ngcosvi —ny cos vy (1.151)
E;,  ngcosd; + njcostdy ’

Analog erhalten wir sich fiir das Verhéltnis der Amplitude Fy der transmittierten
Welle zur Amplitude E; der einfallenden Welle

B 2 %
St MEeREE (1.152)
E;  nocost + ny cos v

Diese beiden Gleichungen sind unter dem Namen Fresnel-Gleichungen bekannt.
Wir gehen nun noch etwas genauer auf die Reflexion ein und formen dazu die
Gleichung (1.151) mit Hilfe des Brechungsgesetzes von Snellius (1.6) und den
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Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen um

E.  ngcostd — nqcos

E;  nocost + nycos vt
cos ¥; sind; — cos U4 sin U4

cos ¥ sin ¥ + cos 4 sin
cos ¥; sin ¥; (cos? ¥y + sin? ;) — cos ¥ sin ¢ (cos? ¥; + sin? ;)
cos ¥; sin ¥; (cos? ¥y + sin? ;) + cos ¥y sin ¥y (cos? 95 + sin? ;)
(sin ¥; cos ¥y — cos ¥ sin ¥y) (cos ¥ cos ¥y — sin 9 sin )
(cos ¥ cos Uy + sin ¥ sin ¥y ) (sin ¥; cos ¥, + cos ¥; sin )
_ sin®; cos ¥y — cos ¥ sin g / sin ©%; cos ¥y + cos ¥ sin ¢
)
)

cos ¥ cos + sin v sind; / cosd; cos ¥y — sin Y; sin U

_sin(; —9y) [/ sin(0; 4 U
cos(t — )/ cos(V; + U
tan(ﬁi — 29‘5)

= —". 1.1
tan(ﬁi + 79‘5) ( 53)

Betrachten wir diesen Ausdruck, so erkennen wir, dass fiir tan(¢; + ) — oo
das Verhéltnis F;/FE; gegen null geht und somit kein Licht reflektiert wird. Diese
Bedingung ist erfiillt, wenn ¥ + ¥4 = 7/2. Einsetzen ins Brechungsgesetz von
Snellius (1.6) ergibt

ny sind; = ngsin(m/2 — 9;) = ng cos . (1.154)

Somit erhalten wir fir den Einfallswinkel g, bei dem kein Licht reflektiert
wird, folgende Bedingung

tan v = 2. (1.155)
ni

Dieser ausgezeichnete Winkel ;g heisst Brewster- Winkel. Es ist wichtig zu be-
merken, dass ein solcher Winkel nur in dem von uns betrachteten Fall, bei dem
das einfallende Licht parallel zur Einfallsebene polarisiert ist, auftritt. Ist das
einfallende Licht senkrecht zur Einfallsebene polarisiert, tritt dieses Phénomen
nicht auf. Dies ist eine sehr wichtige Eigenschaft. Fallt z.B. unpolarisiertes Licht
unter dem Brewster-Winkel auf eine Grenzflache zwischen zwei Materialien mit
unterschiedlichen Brechungsindizes, so wird nur der Anteil reflektiert, der senk-
recht zur Einfallsebene polarisiert ist. In anderen Worten: Aufgrund des Phéno-
mens des Brewster-Winkels ergibt sich eine Methode zur Erzeugung von linear
polarisiertem Licht.

1.5 Messung von Spektren

Bisher haben wir unsere Betrachtungen auf die Ausbreitung von monochromati-
schem Licht beschréankt, d.h. Licht hatte bisher eine einzige Farbe und entsprach
damit einer elektromagnetischen Welle mit einer genau definierten Frequenz
(Wellenlénge). Natiirliche Lichtquellen senden jedoch Licht aus, das aus ver-
schiedenen Farben zusammengesetzt ist und somit eine Uberlagerung von meh-
reren elektromagnetischen Wellen mit unterschiedlichen Frequenzen darstellt.



1.5. MESSUNG VON SPEKTREN 49

Dabei ist es so, dass die auftretenden Frequenzen je nach Lichtquelle unter-
schiedlich sind oder genauer gesagt: Die Intensitdt des Lichts in Abhéngigkeit
der Frequenz, das sogenannte Spektrum, ist fiir jede Lichtquelle einzigartig. Das
bedeutet, dass durch die Analyse des Spektrums einer Lichtquelle Riickschliisse
auf die Natur der Lichtquelle gezogen werden kénnen. Solche Untersuchungen,
insbesondere die Analyse des Spektrums des Wasserstoffatoms, lieferten einen
grossen Teil der experimentellen Resultate, auf deren Basis die Quantenmecha-
nik entwickelt wurde (siehe Kapitel 8). Bevor jedoch ein Spektrum analysiert
werden kann, muss es gemessen werden. Diesem Thema, der Messung von Spek-
tren, ist dieser Abschnitt gewidmet. Dabei spielen zwei Effekte eine wichtige
Rolle. Der eine ist unter dem Namen Dispersion bekannt. Darunter versteht
man, dass sich Licht unterschiedlicher Frequenzen in den meisten Materialien
mit einer unterschiedlichen Geschwindigkeit ausbreitet, d.h. der Brechungsin-
dex ist eine Funktion der Frequenz. Der zweite Effekt ist die bereits diskutierte
Beugung: Wir haben in Abschnitt 1.2.2 gesehen, dass in vielen Ausdriicken zur
Beschreibung von Beugung und Interferenzmustern die Wellenldnge eine wich-
tige Rolle spielt, d.h. das Interferenzmuster von der Frequenz abhédngen. Im
Folgenden diskutieren wir eine Reihe von Aufbauten mit denen optische Spek-
tren aufgenommen werden kénnen.

1.5.1 Das Prisma

Ein einfaches Instrument zur Aufnahme von Spektren ist das Prisma. Es bewirkt
eine rdumliche Trennung der unterschiedlichen Frequenzen (Farben) des Lichts
einer Lichtquelle. Die Funktionsweise beruht auf dem Brechungsgesetz von Snel-
lius und der Tatsache, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht in einem
Material je nach Frequenz unterschiedlich ist (Dispersion). Trifft z.B. Licht vom
Vakuum auf ein Material mit Brechungsindex n, so gilt nach dem Brechungsge-
setz von Snellius (1.6) fiir den Transmissionswinkel

Yy = arcsin(n sin ;). (1.156)

Da nun der Brechungsindex n(f) eine Funktion der Frequenz f ist, &ndert sich
auch der Transmissionswinkel ¢ als Funktion der Frequenz. Dies erklart wie ein
Prisma unterschiedliche Frequenzen (Farben) des Lichts einer Lichtquelle raum-
lich trennt. Moderne Prismen verwenden Materialien wie SiOg (Quarz), ZnSe
(Zinkselenid) oder NaCl (Kochsalz). Gegeniiber anderen Messinstrumenten ha-
ben Prismen den Vorteil, dass typischerweise das gesamte Spektrum sichtbar
wird, jedoch ist die Trennung von nahe beieinander liegenden Frequenzen (Far-
ben) nur beschréankt moglich. Dies liegt darin begriindet, dass Brechungsindizes
von Materialien im sichtbaren Bereich nur sehr wenig variieren und somit der
Transmissionswinkel fiir nahe beieinander liegende Frequenzen (Farben) sehr
ghnlich ist. Zum Beispiel betragt der Unterschied im Brechungsindex zwischen
blauem (A = 470 nm, f = 630 THz) und rotem Licht (A = 700 nm, f = 430
THz) bei Kronglas (Mischung aus verschiedenen Elementen mit dem Hauptan-
teil Quarz) etwa 2%. Da Prsimen in der modernen Physik eher selten eingesetzt
werden, beschéftigen wir uns intensiver mit heute weiter verbreiteten Messin-
strumenten fiir Spektren.
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1.5.2 Das Gitterspektrometer

Das Gitterspektrometer ist ein Messinstrument, welches heutzutage in der Che-
mie und der Physik héufig zum Einsatz kommt. Das Hauptelement ist ein Refle-
xionsgitter, welches frequenzabhéngig Licht reflektiert. Um ein solches Objekt
zu produzieren, ist es iiblich nichtreflektierende Streifen auf eine reflektieren-
de Metalloberfldche zu ritzen. Die Funktionsweise eines Reflexionsgitters ist im
Wesentlichen dieselbe wie die eines Transmissionsgitters, d.h. bei einem Gitter
mit periodisch angeordneten Offnungen.

Bevor wir genauer auf die Physik eingehen, betrachten wir einen typischen
Aufbau eines Gitterspektrometers mit dessen Hilfe das Licht einer unbekannten
Quelle untersucht werden kann (siehe Abb. 1.25): Das Licht der Quelle wird
mit Hilfe einer Linse auf einen Spalt fokussiert. Dieser Spalt reduziert die aus-
gedehnte Lichtquelle auf eine Punktquelle. Eine weitere Linse im Abstand von
einer Brennweite vom Spalt sorgt dafiir, dass paralleles Licht unter einem Ein-
fallswinkel ¥; auf das Reflexionsgitter trifft. Das Licht wird am Gitter reflektiert
und das Licht, das das Gitter unter einem Ausfallswinkel 9J; verldsst, wird mit
Hilfe einer weiteren Linse auf einen einzelnen Punkt fokussiert, wo sich der De-
tektor (z.B. eine CCD-Kamera) befindet. Diese letzte Linse bildet zusammen
mit dem Detektor eine bewegliche Einheit, mit der es moglich ist die Intensitéat
in Abhéngigkeit des Orts zu messen.

Wir betrachten nun die Reflexion am Gitter mit Abstand d zwischen zwei
reflektierenden Streifen etwas genauer (siehe Abb. 1.26). Der Phasenunterschied
A¢ zwischen Lichtstrahlen, die unter einem Winkel ¢; auf das Gitter einfallen
und unter einem Winkel 9; reflektiert werden und von zwei benachbarten Strei-
fen stammen, betrigt

. . 2nd , . .
A¢ = kd(sinvj — sinv;) = T(smﬁj — sin ). (1.157)
Besitzt das Gitter N reflektierende Streifen im Abstand d, dann gilt fiir die
Auslenkung Up im Beobachtungspunkt P (Detektor)

N/2-1 N1 ‘
Up x Z einAd _ —iNAG/2 Z (eiA¢>J
_ e—z’NAqs/Q& _ i) eiNAG/2 _ —iNAG/2
eind —1 ciAD/2 _ o—iAg/2
in(NA¢/2
A (1.158)
sin(A¢/2)
Fiir die Intensitit Ip oc [Up|? im Punkt P ergibt sich demzufolge!!
in*(NAp/2
o= 1, 2 VOO (1.159)

0 sin?(A¢/2)

"'Wir haben angenommen, dass von jedem Reflexionsstreifen eine einzige reflektierte Welle
ausgeht. Wiirde man die Ausdehnung der Streifen beriicksichtigen, so miisste das Resultat
fiir die Intensitdt Ip im Punkt P mit dem Faktor sin®3/82, d.h. der Intensitit fiir die
Beugung am Einzelspalt, multipliziert werden.
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Reflexionsgitter

Lichtquelle

Detektor

\

Abb. 1.25: Aufbau eines Gitterspektrometers: Das Licht der Licht-
quelle wird mit Hilfe einer Linse auf einen Spalt fokussiert. Eine
weitere Linse nach dem Spalt sorgt dafiir, dass paralleles Licht
auf das Reflexionsgitter trifft. Dieses wird dort reflektiert und
schlussendlich von einem Detektor (z.B. einer CCD-Kamera) regis-
triert. Die Referenzquelle liefert Licht bekannter Frequenzen, das
ein Spektrum hervorruft, welches iiber demjenigen der unbekann-
ten Lichtquelle zu liegen kommt und der Analyse des unbekannten
Spektrums dient.

Wir gehen hier kurz auf die wichtigsten Eigenschaften dieser Intensititsvertei-
lung ein. Das Hauptmaximum in der Mitte des Musters ergibt sich unter der Be-
dingung ¥; = ¥;. Dies ist die gewohnliche Reflexion und liefert keine spektralen
Informationen. Nebenmaxima ergeben sich wenn der Nenner null wird, d.h. wenn
A¢/2 = prr, p € Z. Das zu einem Maximum benachbarte Minimum tritt bei der
benachbarten Nullstelle des Zahlers auf, d.h. wenn NA¢/2 = (pN+1)m, p € Z.

Wie zu Beginn angedeutet hingt auch diese Intensitét fiir die Reflexion an
einem Gitter von der Wellenldnge ab. Dies zeigt sich auch in den aufgefiihr-
ten Bedingungen fiir Maxima und Minima. Das bedeutet, dass bei der Analyse
einer unbekannten Lichtquelle mit einem Gitterspektrometer mehrere gegenein-
ander verschobene Muster zu erkennen sind und jede dieser Muster entspricht
einer unterschiedlichen Wellenlédnge. Dies ist genau die Art und Weise wie mit
einem Gitterspektrometer ein Spektrum einer Lichtquelle gemessen wird. Hier
stellt sich nun die Frage, wie gross das maximale Aufldsungsvermdgen eines
Gitterspektrometers ist. Im Abschnitt 1.3 haben wir von einem raumlichen Auf-
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Abb. 1.26: Verlauf des Lichts bei der
Reflexion an einem Gitter mit re-
Y0, vii Y, flektierenden Streifen im Abstand d.
19\ /19} Der Einfallswinkel 1J; entspricht da-
bei aufgrund der Interferenz nicht
d zwingend dem Ausfallswinkel ¥;.

16sungsvermogen gesprochen. Damit war der kleinste Abstand zweier Objekte
gemeint, so dass diese noch als zwei Objekte wahrgenommen werden kénnen.
Hier sprechen wir von einem spektralen Auflésungsvermogen, d.h. von der kleins-
ten Differenz zweier Wellenléngen, so dass die entsprechenden Farben noch als
getrennt wahrgenommen werden kénnen. Analog zum Rayleigh-Kriterium (sie-
he Abschnitt 1.3) ergibt sich fiir das spektrale Auflésungsvermégen folgendes
Kriterium:

Zwei Wellenldngen (Farben) kénnen gerade noch als getrennt wahrgenommen
(aufgelost) werden, wenn die Maxima der Intensitiatsverteilung, die der ersten
Wellenlédnge (Farbe) entspricht, mit den zu den Maxima benachbarten Mini-
ma der Intensitatsverteilung, die der zweiten Wellenldnge (Farbe) entspricht,
zusammenfallen.

Mathematisch ausgedriickt, bedeutet dies fiir unser Gitterspektrometer

A%M) —pr. peZ. (1.160)
NAES()\Z) = (pN 4 1), p € Z. (1.161)

Subtrahieren wir diese beiden Ausdriicke, so erhalten wir

Ap(ra)  Ap(A) 7
Pl (1.162)
Einsetzen von (1.157) liefert
. . 1 1
Nd(sinv; —sinth) (| — — — | = 1. (1.163)
A2 A

Somit ergibt sich fiir die Differenz A\ der beiden Wellenldngen A1 und As unter
der Annahme A ~ A1, Ao

)\2

AN= )] — Ay ~ .
! 2 Nd(sin ¥ — sinv;)

(1.164)

Der maximale Wert den (sin 9; — sin¥;) annehmen kann ist 2. Daher ergibt sich
fiir das Auflosungsvermogen Alpin bzw. A fmin eines Gitterspektrometers!?

12Da ¢ = Af gilt |df /d)\| = ¢/A\?. Damit ergibt sich zwischen dem Auflsungsvermégen Amin
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2

Adin = 2 baw. A fuin = : ¢

SN NI (1.166)

An dieser Formel erkennen wir, dass das Auflésungsvermogen eines Gitterspek-
trometers umgekehrt proportional zur Gesamtlidnge Nd des Gitters ist. Dies gilt
nicht nur fiir das Gitterspektrometer, sondern allgemein fiir spektroskopische
Messinstrumente: Das Auflésungsvermogen ist umgekehrt proportional zum ma-
ximalen Wegunterschied, den zwei Lichtstrahlen haben kénnen, die unterschied-
liche Teile der Apparatur passieren. Insbesondere treffen wir dieses Resultat in
den beiden néchsten Abschnitten im Zusammenhang mit der Besprechung des
Michelson- und des Fabry-Pérot-Interferometers wieder an.

In vielen Anwendungen des Gitterspektrometers wird eine Anordnung ge-
wahlt, so dass nur eine einzige Ordnung des Gitters verwendet wird oder experi-
mentell ausgedriickt, nur ein kleiner Winkelbereich um einen gegebenen Winkel,
der Gleichung (1.160) erfiillt, wird verwendet. In diesem Fall ergibt sich mit Glei-
chung (1.164) fiir das Auflsungsvermogen Ay, eines Gitterspektrometers

A
An dieser Stelle sei bemerkt, dass oft nicht Ay, sondern der Kehrwert
1/AMmin als Auflésungsvermogen bezeichnet wird, da der Kehrwert ansteigt,
wenn die Mdoglichkeit ndher beieinander liegende Wellenldngen aufzulésen, zu-
nimmt.

1.5.3 Das Michelson-Interferometer

Das Michelson-Interferometer ist eines der klassischen Messinstrumente in der
Optik. Urspriinglich wurde es vom Nobelpreistriager Albert Abraham Michelson
entwickelt um die unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten des Lichts
auf der Erde wegen deren relativen Bewegung zum sogenannten Ather nachzu-
weisen'®. Heute wird diese Messanordnung immer noch eingesetzt. Am LIGO
(Laser Interferometer Gravitationswellen Observatorium) werden damit z.B. Ex-
perimente zum Test der allgemeinen Relativitatstheorie durchgefiihrt.

Wir gehen nun auf den Aufbau eines Michelson-Interferometers ein (siehe
Abb. 1.27). Eine Quelle sendet eine Lichtwelle aus, welche auf einen Strahlen-
teiler trifft, der diese in zwei Lichtwellen aufteilt. Fine dieser Lichtwellen breitet

und A fmin der Zusammenhang

c
A fmin = FA)\min. (1.165)

Zudem haben wir angenommen, dass die Messungen in Luft oder im Vakuum stattfinden
und daher der Brechungsindex n =1 ist.

3Ende des 17. Jahrhunderts entstand die Theorie, dass sich Lichtwellen in einem hypothe-
tischen Medium, dem Ather, ausbreiten. Das Ergebnis des Michelson-Experiments (auch
Michelson-Morley-Experiment genannt) war dann entgegen dem urspriinglichen Ziel, ein
Grund zur Widerlegung dieser Theorie.
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4] |

N\

Spiegel S Spiegel S;

ds
Lichtquelle \ -

d>
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Abb. 1.27: Aufbau eines Michelson-Interferometers: Die elektro-
magnetische Strahlung einer Lichtquelle wird durch einen Strah-
lenteiler in zwei Teile aufgeteilt. Die Teilwellen reflektieren an den
Spiegeln S7 bzw. Se und treffen beim Strahlenteiler wieder auf-
einander. Ein Teil der wieder vereinten Lichtwelle trifft auf den
Detektor.

sich dann nach rechts aus und die andere nach oben. Am Ende der sogenannten
Arme des Michelson-Interferometers befinden sich je ein Spiegel S; und Sy an
denen die beiden Lichtwellen dann reflektiert werden und sich wieder Richtung
Strahlenteiler ausbreiten. Dort interferieren sie und ein Teil der wieder vereinten
Lichtwelle trifft auf den Detektor.

Bezeichnen wir die Langen der beiden Arme des Michelson-Interferometers
mit d; und ds, dann betrigt der Phasenunterschied A¢ der beiden Lichtwellen,
wenn sie beim Strahlenteiler interferieren'4

A¢p = 2k(dy — dy), (1.168)

wobei der Grund fiir den Faktor 2 ist, dass die Lichtwellen die Strecken d;
bzw. dy zweimal zuriicklegen. Fiir die Auslenkung Up der elektromagnetischen
Welle im Beobachtungspunkt P (Detektor) ergibt sich dann

Up o (1 + eiA¢) . (1.169)
Demzufolge erhalten wir fiir die Intensitiit Ip o |Up|? im Punkt P

Ip x (1 + eiA¢) (1 + efm‘z’) =2+2cosA¢p (1.170)

MWir gehen auch beim Michelson-Interferometer davon aus, dass die Messungen in Luft oder
im Vakuum stattfinden und daher der Brechungsindex n = 1 ist.
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und somit
Iy
Ip = 5(1 + cos Ag), (1.171)

wobei Iy die Intensitédt bei Phasenunterschied A¢ = 0 bezeichnet.

Gleichung (1.171) entspricht der Intensitét fiir eine monochromatische Licht-
quelle. Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt jedoch mit natiirlichen Licht-
quellen, die Licht aussenden, das eine Uberlagerung von mehreren elektroma-
gnetischen Wellen mit unterschiedlichen Frequenzen darstellt und verfolgen das
Ziel das Spektrum solcher Lichtquellen zu bestimmen. Im Folgenden gehen wir
darauf ein, wie wir eine solche Messung mit einem Michelson-Interferometer
durchfiithren kénnen.

Wenn wir den Detektor fiir geniligend lange Zeit 6ffnen, kénnen wir In-
terferenz zwischen den einzelnen Wellen mit unterschiedlicher Frequenz aus-
schliessen. Fiihren wir den Langenunterschied x = do — dy der beiden Arme
des Michelson-Interferometers ein, so ergibt sich fiir den Phasenunterschied
A¢ = 2kx = 4rfx/c und wir erhalten fiir die Intensitdt Ip beim Detektor
in Abhéngigkeit des Langenunterschieds x

Ip(z) = ;/Ooo 1(f) (1 + cos (”‘fo» df = % + /OOO I(f) cos (4?09;) i,
(1.172)

wobei I(f) die Intensitéat der Lichtquelle pro Frequenzintervall df um die Fre-
quenz f bezeichnet und somit nichts anderes als das gesuchte Spektrum der
Lichtquelle darstellt. Betrachten wir den Ausdruck in Gleichung (1.172) etwas
genauer, so erkennen wir, dass der erste Term eine Konstante darstellt unab-
hiingig von 2 und der zweite Term die Kosinus-Transformierte!® des Spektrums
I(f). Nehmen wir an das Spektrum I(f) sei symmetrisch um eine zentrale Fre-
quenz fo, dann kénnen wir die Kosinus-Transformation umkehren und erhalten

I(f) = /0 " 2lp () — Io) cos <4:fx> dz, (1.173)

wobei Tmax den maximalen Langenunterschied zwischen den beiden Armen
des Michelson-Interferometers bezeichnet. Somit kann das Spektrum I(f) ei-
ner Lichtquelle mit Hilfe eines Michelson-Interferometers bestimmt werden, in
dem die Intensitdt Ip(x) in Abhéngigkeit des Langenunterschieds x gemessen
wird und vom Ausdruck 2/p(z) — Iy die Kosinus-Transformierte bestimmt wird.

Wie beim Gitterspektrometer stellen wir uns nun auch hier die Frage, wie
gross ist das spektrale Auflésungsvermogen eines Michelson-Interferometers. Zur
Beantwortung dieser Frage, betrachten wir eine monochromatische Lichtquelle
mit Frequenz fy. Beim Detektor des Michelson-Interferometers wird dann nach
Gleichung (1.171) die Intensitatsverteilung

o) = (1o (1222)) 0

B Unter der Kosinus-Transformation versteht man eine Variante der Fourier-Transformation
fiir reelle Zahlen.
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registriert. Da wir weiterhin von natiirlichen Lichtquellen ausgehen, so wird
auch diese monochromatische Lichtquelle nicht nur Lichtwellen der Frequenz fj
aussenden, sondern Lichtwellen in einem schmalen Frequenzband nahe bei fp.
Um die genaue Intensitatsverteilung der Lichtquelle zu bestimmen, wenden wir
auf dieses Signal die Kosinus-Transformation nach Gleichung (1.173) an und
erhalten

I(f) = /Ommax cos <47T6f0$> cos <47chx> dx

_ sin(47(f — fo)Tmax/c) n sin(4r(f + fo)wmax/c)‘ (1.175)

dr(f — fo)/c dr(f + fo)/c

Da wie erwéhnt alle Frequenzen f nahe bei der Frequenz fy liegen, gilt f — fy <
f+ fo und wir kénnen den zweiten gegeniiber dem ersten Term vernachléssigen

sin(47(f — fo)Tmax/c)
Ar(f = fo)/e

Der Abstand zwischen dem Hauptmaximum und dem benachbarten Minimum
betrigt

I(f) ~

(1.176)

Cc

Afmin —

(1.177)

9
4T max

was analog zu den Ausfithrungen beim Gitterspektrometer dem spektralen Auf-
16sungsvermogen des Michelson-Interferometers entspricht.

Das bedeutet, dass zwei Frequenzen gerade noch als getrennt wahrgenommen
werden kénnen, wenn ihre Differenz c¢/4xpax ist. Da der maximale Wegun-
terschied zwischen zwei Lichtstrahlen, die jeweils einen Arm des Michelson-
Interferometers passieren 2z, betragt, gilt auch hier wie bei allen optischen
Messinstrumenten, dass das Auflésungsvermégen umgekehrt proportional zum
maximalen Wegunterschied ist, den zwei Lichtstrahlen haben kénnen, die un-
terschiedliche Teile einer Apparatur passieren. Da es einfacher ist einen Spiegel
iiber grossere Distanzen zu verschieben als ein sehr grosses Gitter zu bauen, wird
das Michelson-Interferometer gegeniiber dem Gitterspektrometer zur Messung
eines Spektrums hiufig bevorzugt.

1.5.4 Das Fabry-Pérot-Interferometer

Das Fabry-Pérot-Interferometer ist heutzutage wahrscheinlich das am haufigs-
ten verwendete optische Messinstrument. Der Grund dafiir ist, dass es nicht nur
zur Messung eines Spektrums eingesetzt werden kann, sondern auch eine der
wichtigsten Komponenten eines Lasers darstellt. Der Aufbau eines Fabry-Pérot-
Interferometers ist relativ einfach. Es besteht aus zwei parallelen teildurchlés-
sigen Spiegeln, die in einem Abstand d voneinander entfernt aufgestellt werden
(sieche Abb. 1.28). Ein von links eintreffender Lichtstrahl wird dann mehrfach
zwischen den beiden Spiegeln hin und her reflektiert und alle diese Teilwellen
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Spiegel
Ao t t
DN - >

= r <D/ Abb. 1.28: Schematischer Aufbau eines
N o Fabry-Pérot-Interferometers: Zwei par-
r, ® allele Spiegel mit Transmissionskoeffi-
zient t und Reflexionskoeffizient re!®r
: : , sind in einem Abstand d voneinander

0 d aufgestellt.

werden miteinander interferieren. Man spricht daher bei dieser Anordnung auch
von einem optischen Resonator. Damit kann ein grosser (maximaler) Wegunter-
schied zwischen zwei Lichtstrahlen erreicht werden, was nach unseren Ausfiih-
rungen zum Gitterspektrometer und zum Michelson-Interferometer bedeutet,
dass wir mit einem Fabry-Pérot-Interferometer ein grosses Auflésungsvermogen
erreichen konnen.

Wir gehen nun genauer auf die Funktionsweise des Fabry-Pérot-Interfero-
meters ein. Dabei beschrianken wir uns auf den Spezialfall, bei dem die beiden
Spiegel aus demselben Material sind, keine Absorption auftritt und der Ein-
fallswinkel, der von links einfallenden Lichtwelle null ist. Betrdgt die Amplitude
der einfallenden Lichtwelle Ay, dann wird diese beim Eintritt in den optischen
Resonator um den Transmissionskoeffizient ¢ reduziert'®. Demzufolge hat die
Amplitude bei z = 0 den Wert Agt. In der Folge breitet sich die Lichtwelle iiber
die Lénge d des optischen Resonators aus und reflektiert am zweiten Spiegel.
Bei der Reflexion éndert sich dann die Amplitude um den Faktor re’®r, wobei r
der reelle Reflexionskoeffizient ist und ¢, die Phasenverschiebung bei der Refle-
xion. Anschliessend breitet sich die Lichtwelle wieder zuriick zum ersten Spiegel
aus und wird dort reflektiert. Diese Lichtwelle breitet sich dann parallel zur ein-
fallenden Welle aus und interferiert mit dieser. Die Amplituden dieser beiden
Wellen addieren sich dann zu einer gesamten Amplitude!”

Ay = Aot + Aptr?e™® mit Ag = k2d + 2¢. (1.178)

Jeder der folgenden Durchgénge liefert dann einen zusétzlichen Beitrag zu dieser
Amplitude, so dass schlussendlich eine Gesamtamplitude

A= Aoti (rQGiA‘;S)n = 1_13% (1.179)
n=0

resultiert. Dient das Fabry-Pérot-Interferometer zur Messung eines Spektrums,
dann untersuchen wir die Intensitit des Lichts, das den optischen Resonator auf
der rechten Seite verldsst. Die Amplitude Ay dieser transmittierten Lichtwelle
ergibt sich durch Multiplikation von (1.179) mit te’*. Mit diesem Faktor beriick-
sichtigen wir einerseits, dass das Licht zusétzlich die Strecke d zuriicklegen muss

Der Transmissionskoeffizient ¢ kann im Allgemeinen komplex sein, d.h. bei der Transmission
kann eine Phasenverschiebung auftreten. Wir werden dies hier jedoch nicht beriicksichtigen.
"Die beiden Spiegel seien von Luft umgeben und daher ist der Brechungsindex n = 1.
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und andererseits die Transmission durch den rechten Spiegel. Damit erhalten
wir fiir das Verhéltnis von transmittierter zu einfallender Lichtintensitét

|At|2 B t4 B t4

|[A0|2 (1 —r2eiBd)(1 — r2e~iA¢) — 1474 — 2r2cos Ag’

(1.180)

Wie zu Beginn erwéhnt, nehmen wir an, dass das Licht bei den Spiegeln nicht
absorbiert wird. Daher gilt > = 1 — r2. Fiihren wir zusitzlich die Konstanten
R=7r?>und T = (1 — R) = t? ein, welche den Anteil der Intensitit, der bei den
Spiegeln reflektiert bzw. transmittiert wird, bezeichnen, dann vereinfacht sich
der Ausdruck zu

A (1-R)? _ (1-R)?
|[4p]2 1+ R2 —2RcosA¢ (1 — R)2+2R(1 — cos Ag)
= o ! = = L 5 . (1.181)
1+m(1—COSA¢) 1—1—@5111 (Ag/2)

Wir untersuchen nun dieses Resultat etwas genauer, indem wir das Verhéltnis
von transmittierter zu einfallender Lichtintensitit |A¢|?/|Ag|? als Funktion von
A¢ fiir verschiedene Werte von R zeichnen (siehe Abb. 1.29). Wir erkennen
regelméssig angeordnete Resonanzen bei A¢ = 2rm, m € Z, deren Breiten mit
zunehmendem R abnehmen. Da k = 27 f/c gilt mit (1.178)

_Arnfd

A + 20, (1.182)
und wir kénnen jedem A¢ und damit auch jeder Resonanz eine Frequenz f
zuordnen. Das Ziel ist es nun mit Hilfe dieses Zusammenhangs die Breite und
den Abstand der Resonanzen durch die Frequenz auszudriicken.

Es seien A¢; und A¢y die Phasen zweier benachbarter Resonanzen und f
und fo die entsprechenden Frequenzen dann gilt aufgrund der Resonanzbedin-
gung A¢p = 2mm, m € Z

21 = A¢gy — Ay =

47rcfld _dmfad 47Td(f1 — f). (1.183)

C Cc

Demzufolge ergibt sich fiir den Frequenzabstand A f zweier benachbarter Reso-
nanzen, den sogenannten freien Spektralbereich (FSR),

Af=fi—fo= Q—Cd. (1.184)

Wir bezeichenen nun die Phase bei den Resonanzen mit A¢,, = 2wm, m €
Z. Dann ist das Verhéltnis von transmittierter zu einfallender Lichtintensitat
bei App, + Ag¢y /o auf die Hilfte gesunken ist, wobei A¢y /, folgende Bedingung
erfiillt (siehe Gleichung (1.181))

“i];)Zsin2(A¢l/2/2) =1. (1.185)
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1.0

le/lo

/It Abb. 1.29: Verhiltnis von transmittierter
1|l zu einfallender Lichtintensitiit |A¢|?/|Ag|?
fiir ein Fabry-Pérot-Interferometer als
Funktion von A¢ fiir R = 0.9 (schwar-
~ ze Linie), R = 0.7 (blaue grobgestrichelte
Linie) und R = 0.6 (rote feingestrichelte
A¢ Linie).

Daraus folgt

. (1-R)>
A =2 _ 1.1
b1/2 arcsin ( 1R (1.186)
und damit ergibt sich fiir die Halbwertsbreite § einer Resonanz ausgedriickt in
der Phase

[ [a—np (- )
_ _ N 1.1
§ = 2A¢; /9 = 4arcsin < iR 4 B (1.187)

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass R typischerweise nahe bei
1 liegt und daher das Argument des Arkussinus klein ist. Mit Hilfe von (1.183)
ergibt sich daraus die Halbwertsbreite § f ausgedriickt in der Frequenz

¢ . ¢ [A-R?2 _Af . 0w 4R
V==V A T F "M aome S

wobei F' die sogenannte Finesse bezeichnet. Diese gibt demzufolge das Verhélt-
nis des Abstands A f von zwei benachbarten Resonanzen zur Halbwertsbreite 0 f
der Resonanzen an. Eine hohe Finesse bedeutet somit sehr schmale Resonanzen.

Als néchstes gehen wir nun darauf ein wie mit einem Fabry-Pérot-Interfero-
meter Messungen durchgefiihrt werden kénnen. Damit soll auch ein besseres
Verstéandnis der hergeleiteten Resultate erlangt werden. Eine mogliche Art der
Messung besteht darin die emittierte Lichtintensitit in Abhangigkeit des Ab-
stands d der beiden Spiegel zu bestimmen. Diese Methode wird eher selten
verwendet, da es eine grosse Herausforderung darstellt, dass bei diesem Scan-
vorgang kein Licht den optischen Resonator unerwiinscht verldsst. Alternativ
wird daher hdufig anstelle des Abstands der Druck des Gases zwischen den
beiden Spiegeln verdndert. Dadurch &ndert sich der Brechungsindex und dem-
zufolge die optische Weglédnge. Eine weitere Messmethode besteht darin, die
emittierte Lichtintensitit in Abhéngigkeit des Austrittswinkels ¢ des Lichts zu
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bestimmen. Die Phasenverschiebung A¢ (siehe Gleichung (1.178)) betrégt dann
(siehe Abb. 1.30)

2d 1
Ap=k <Q9 — 2dtan195in19> + 2¢, = 2kd (19 — tanz?sinz?) + 2¢,

COS COS

—sin? ¥

1
= 2kd + 2¢, = 2kd cosV + 2¢;. (1.189)

cos v

Unabhéangig von der Messmethode ergeben sich entsprechend unseren Be-
rechnungen fiir die emittierte Lichtintensitdt in Abh&ngigkeit der verdnderba-
ren Grosse ein Muster wie in Abb. 1.29. Da wir hier von Lichtquellen ausgehen,
die Licht unterschiedlicher Frequenzen aussendet, werden sich diese einzelnen
frequenzabhéngigen Muster iiberlagern. Fiir das spektrale Auflésungsvermogen
eines Fabry-Pérot-Interferometers sind dabei die zuvor bestimmten Grossen, der
freie Spektralbereich A f und die Halbwertsbreite ¢ f, entscheidend. In der Pra-
xis existieren heute optische Resonatoren mit einer Finesse F' > 250000. Dazu
sind Materialien mit R = 0.999987 notwendig. Bei einem solchen optischen Re-
sonator wird das Licht etwa 250000 mal an beiden Spiegeln reflektiert, d.h. bei
einem Abstand von 10 cm zwischen den Spiegeln entspricht dies einer Strecke
von 50 km. Dieser Typ von Fabry-Pérot-Interferometer, das aus Glas gefertigt
wird, welches sich bei Temperaturdnderungen stark ausdehnt oder zusammen-
zieht, wird bei Lasern zur Stabilisation der Frequenz eingesetzt. Diese kommen
in Atomuhren oder im Bereich der Quanteninformationsverarbeitung zum Ein-
satz.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei noch erwéhnt, dass wie bereits ange-
deutet Messungen mit dem Fabry-Pérot-Interferometer relativ heikel sind und
es daher oft in Verbindung mit einem anderen Messinstrument wie z.B. einem
Gitterspektrometer verwendet wird. Dabei wird mit Hilfe des Gitterspektrome-
ters der Bereich des Spektrums ausgewéhlt, der beobachtet werden mochte und
das Fabry-Pérot-Interferometer liefert dann die Details. Ein mdoglicher Aufbau
eines solchen Experiments ist in Abb. 1.31 skizziert.

Abb. 1.30: Tlustration der Berechnung
des Wegunterschieds fiir parallele
9 Lichtstrahlen, die ein Fabry-Pérot-
Interferometer passieren. Der reflektierte
Lichtstrahl legt zwischen den beiden
Spiegeln gegeniiber dem nicht abge-
‘éj'tan Ssind lenkten Lichtstrahl einen zusétzlichen
S Weg 2d/cost zuriick. Ausserhalb der
Spiegel bendétigt der nicht abgelenkte
Lichtstrahl einen zusédtzlichen Weg
2d tan 9 sin 9.
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Reflexionsgitter

Lichtquelle \
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Spalt
/ Detektor

Fabry-Pérot-Interferometer

Abb. 1.31: Aufbau eines Experiments mit einem Fabry-Pérot-
Interferometer kombiniert mit einem Gitterspektrometer.

1.6 Zusammenfassung

- Licht ist eines der wichtigsten Hilfsmittel zur Untersuchung der Natur. Ein
typischer experimenteller Aufbau besteht dabei aus einer Lichtquelle, die
Licht der Wellenldnge X isotrop in alle Richtungen des Raumes aussendet.
Dahinter folgt eine Sammellinse, so dass das Licht, das anschliessend auf
das zu untersuchende Objekt mit Ausdehnung d und Masse m trifft, in
guter Naherung als ebene elektromagnetische Welle beschrieben werden
kann. Nach der Wechselwirkung mit dem Objekt wird das Licht mit ei-
nem Detektor aufgefangen und die Intensitdt I der detektierten Strahlung
als Funktion des Ortes dargestellt. Je nachdem unter welchen Bedingun-
gen Experimente mit Licht durchgefiihrt werden, kommen andere Eigen-
schaften des Lichts zum Vorschein und ein geeignetes Modell muss zur
Beschreibung der Eigenschaften des Lichts herangezogen werden.

- Ist die Wellenldnge A des Lichts viel kleiner als die Ausdehnung d der
Objekte mit denen es wechselwirkt und besitzen die Objekte eine grosse
Masse m, so befinden wir uns im Bereich der geometrischen Optik, in
dem wir Licht als geometrische Strahlen beschreiben kénnen.

Die Grundlage der geometrischen Optik bildet das Fermatsche Prinzip,
das besagt, dass das Licht von einem Punkt zu einem anderen den Weg
wiahlt, fiir den die bendtigte Zeit minimal ist. Mit Hilfe dieses Prinzips kann
z.B. das Reflexionsgesetz oder das Brechungsgesetz von Snellius hergeleitet
werden.

Eines der wichtigsten optischen Elemente ist die Linse. Darunter versteht
man speziell geformte transparente Korper, die in optischen Instrumenten
verwendet werden um Gegensténde abzubilden. Sie werden geméss ihren
Abbildungseigenschaften in Sammellinsen (konvexe Linsen) und Streulin-
sen (konkave Linsen) unterteilt. Das vom Menschen am héufigsten einge-
setzte optische Instrument ist das Auge. Es dient oft als Inspiration beim
Design von anderen optischen Instrumenten. Das Auge hat jedoch auch
seine Einschrinkungen, was u.a. zur Entwicklung des Teleskops und des
Mikroskops fiihrte.
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- In der Wellenoptik betrachtet man Experimente, bei denen die Wellen-

lange A des Lichts von dhnlicher Grossenordnung ist wie die Abmessungen
d der zu untersuchenden Objekte und die Objekte eine grosse Masse m
aufweisen. Unter diesen Bedingungen treten Interferenz- oder Beugungs-
erscheinungen zu Tage, d.h. das Licht zeigt klar die Eigenschaften elek-
tromagnetischer Wellen. Typischerweise betrachten wir im Rahmen der
Wellenoptik Experimente, bei denen elektromagnetische Strahlung (Licht)
ausgehend von einer Quelle auf ein Beugungsobjekt trifft und fragen uns
was fiir eine Intensitit wir in einem Beobachtungspunkt hinter dem Beu-
gungsobjekt messen werden.

Eine anschauliche Beschreibung der Beugung folgt aus dem Prinzip von
Huygens, das besagt: Jeder Punkt einer bestehenden Wellenfront wird als
Quelle einer neuen kugelférmigen Elementarwelle aufgefasst. Die Umbhiil-
lende dieser Elementarwellen ergibt dann die Wellenfront zu einem spéte-
ren Zeitpunkt. Dieses Prinzip wurde nicht aus fundamentalen Prinzipien
hergeleitet, sondern von Huygens postuliert. Im Rahmen der Kirchhoff-
schen Beugungstheorie wird gezeigt, dass die aus dem Prinzip von Huy-
gens hergeleiteten Resultate auch aus der skalaren Wellengleichung folgen,
was das Prinzip von Huygens im Nachhinein rechtfertigt.

Wenn wir im Bereich des Beugungsobjekts von ebenen Wellen ausgehen
kénnen, sprechen wir von Fraunhofer-Beugung. Diese Naherung ist ge-
rechtfertigt, wenn der Abstand zwischen Quelle und Beugungsobjekt, so-
wie zwischen Beugungsobjekt und Beobachtungspunkt sehr viel grosser
ist als die Dimensionen der Blende. Als Alternative kann jedoch auch die
Punktquelle im Brennpunkt einer Sammellinse positioniert werden und der
Beobachtungspunkt im Brennpunkt einer zweiten Sammellinse. In diesem
Fall ist die Fraunhofer-Naherung exakt.

Im Rahmen der Fraunhofer-Ndherung ergeben sich folgende Intensitéts-
verteilungen Ip im Beobachtungspunkt P hinter einem Beugungsobjekt:

- Spalt
sin2ﬁ )
- Doppelspalt
, sin’f .
Ip = Iy cos 907 mit ¢ = kYa/2, f=kYb/2. (1.191)

- Rechteckige Blende
sin? By sin? By
EER

- Kreisformige Blende

Ip = I mit B, = kXa/2, By = kYb/2.  (1.192)

2
Ip =1 <2J1;B)> mit = kRpp/79. (1.193)
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Eine allgemeinere Formulierung der Bedingung fiir Fraunhofer-Beugung
lautet: Fraunhofer-Beugung wird in der Bildebene eines Objekts beobach-
tet. In diesem Fall wird die Beugung durch Beugungsobjekte verursacht,
die sich zwischen dem Objekt und der Bildebene befinden.

Unter dem Aufiésungsvermdgen eines optischen Instruments versteht man
den kleinsten Abstand zweier Objekte, so dass diese noch als zwei Objekte
getrennt wahrgenommen werden konnen. Die Hauptursache fiir das be-
grenzte Auflosungsvermogen von optischen Instrumenten sind Beugungs-
effekte. Das bekannteste Kriterium fiir das Auflésungsvermogen stammt
von Rayleigh und besagt: Zwei Objekte konnen gerade noch als getrennt
wahrgenommen werden, wenn das Hauptmaximum der Intensitétsvertei-
lung, die vom ersten Objekt stammt, mit dem ersten Minimum der Inten-
sitdtsverteilung, die vom zweiten Objekt stammt, zusammenfillt. Daraus
ergibt sich fiir den minimalen auflésbaren Winkelabstand Ay, bei einem
Teleskop

A

Apmin = 1.22—,

¢ D

wobei D der Durchmesser der Frontlinse bezeichnet. Fiir den kleinsten mit
einem Mikroskop noch auflosbaren Abstand Az, resultiert

A

wobei NA = nsin« die numerische Apertur bezeichnet. n entspricht da-
bei dem Brechungsindex des Mediums zwischen dem Objektiv und dem
Gegenstand und o dem halben Offnungswinkel des Objektivs.

(1.194)

Licht entspricht im Allgemeinen einer elektromagnetischen Welle und wird
somit durch elektrische und magnetische Feldstarkevektoren, die senkrecht
zueinander und zur Ausbreitungsrichtung orientiert sind, beschrieben. Die
Schwingungsrichtung des elektrischen Feldstérkevektors bezeichnet man
dabei als Polarisation des Lichts. Bei der Ausbreitung von Licht im freien
Raum gibt es keine ausgezeichnete Richtung, mit der die Richtungen der
elektrischen und magnetischen Feldstarkevektoren verglichen werden kann
und Licht kann durch eine skalare Wellenfunktion beschrieben werden.
Trifft jedoch Licht unter einem bestimmten Winkel auf eine Fliche, dann
legt die Flache eine ausgezeichnete Richtung fest und wir miissen uns
um die Richtungen der elektrischen und magnetischen Feldstarkevektoren
kiimmern.

Natiirliche Lichtquellen senden Licht aus, das eine Uberlagerung von meh-
reren elektromagnetischen Wellen mit unterschiedlichen Frequenzen dar-
stellt. Die auftretenden Frequenzen sind dabei je nach Lichtquelle unter-
schiedlich, d.h. die Intensitdt des Lichts in Abhéngigkeit der Frequenz,
das sogenannte Spektrum, ist fir jede Lichtquelle einzigartig. Somit kon-
nen durch die Analyse des Spektrums einer Lichtquelle Riickschliisse auf
die Eigenschaften der Lichtquelle gezogen werden. Solche Untersuchun-
gen, insbesondere die Analyse des Spektrums des Wasserstoffatoms, lie-
ferten einen grossen Teil der experimentellen Resultate, auf deren Basis
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die Quantenmechanik entwickelt wurde. Das Spektrum einer Lichtquelle
kann z.B. mit einem Prisma, einem Gitterspektrometer, einem Michelson-
Interferometer oder einem Fabry-Pérot-Interferometer gemessen werden.

- Sind die Abmessungen d der zu untersuchenden Objekte viel kleiner als

die Wellenlénge A des Lichts und die Masse m der Objekte klein, so befin-
den wir uns im Bereich der Quantenoptik. In diesem Fall werden neue
Effekte, wie z.B. der Photoeffekt oder der Compton-Effekt beobachtbar,
bei deren Erklarung die klassische Beschreibung des Lichts durch Wellen
versagt.



Kapitel 2

Der Photoeffekt

In Kapitel 1 haben wir betrachtet wie Welleneigenschaften von Licht in Inter-
ferenz- und Beugungsexperimenten zu Tage treten. In diesem Kapitel betrachten
wir den Photoeffekt, der im klassischen Wellenbild des Lichts nicht zu erklaren
ist. Der Photoeffekt zeigt, dass Licht ebenfalls Teilchencharakter aufweist, ndm-
lich, dass die Energie elektromagnetischer Strahlung quantisiert ist.

2.1 Experimentelle Beobachtung des Photoeffekts

Der Photoeffekt wurde erstmals 1839 von Alexandre Edmond Becquerel beob-
achtet. 1886 fithrten Heinrich Hertz und sein Assistent Wilhelm Hallwachs dann
erste systematische Untersuchungen durch. Philipp Lenard untersuchte dann
1900 als erster quantitativ den Photoeffekt in einer Hochvakuumapparatur.

Wir untersuchen zunéchst anhand eines Versuchs, den Hallwachs um 1888
durchfiihrte, den Photoeffekt (siche Abb. 2.1). Eine Zinkplatte, die zuvor mit
einer Spannungsquelle positiv oder negativ aufgeladen wurde, wird mit dem
weissen Licht einer Bogenlampe bestrahlt. Das Licht passiert gegebenenfalls
vor dem Auftreffen auf die Zinkplatte einen Filter (z.B. Fensterglas oder eine
Quarzscheibe). Die Ladung der Zinkplatte wird wiahrend des Versuchs mit einem
Elektrometer!' gemessen.

Filler

Elektrometer

A N

NN Abb. 2.1: Photoeffektexperiment von
hthdhdh Hallwachs um 1888: Eine geladene
e Zinkplatte wird mit Licht bestrahlt,
welches Zuvor einen Filter passiert.

‘A \ —  Ein Elektrometer misst die Ladung der

Zink-Platte Platte.

!Ein Elektrometer ist ein Ger#t mit dem elektrische Ladungen und Spannungen nachgewiesen
und gemessen werden konnen. Seine Funktionsweise beruht auf der Anziehung und Abstos-
sung elektrischer Ladungen.

65
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Bei diesem Experiment macht man die folgenden Beobachtungen:

a)

Bei der Bestrahlung der positiv geladenen Zink-Platte mit Licht bleibt
die Ladung konstant unabhéngig von der Frequenz des Lichts oder des
verwendeten Filters.

Bei der Bestrahlung der negativ geladenen Zink-Platte mit Licht erfolgt
eine Entladung der Platte. Die Rate, mit der sich das Elektrometer entladt
(der Photostrom) nimmt dabei mit der Intensitét des Lichts zu. Durch Ver-
wendung einer Glasplatte als Filter kann die Entladung gestoppt werden,
da offenbar der fiir den Photoeffekt relevante Teil, des von der Lichtquel-
le ausgesandten Spektrums, absorbiert wird. Eine Quarzscheibe als Filter
hingegen vermag die Entladung nicht zu verhindern.

Aus den experimentellen Beobachtungen kénnen wir die folgenden Schluss-
folgerungen ziehen:

a)

b)

Durch die Bestrahlung mit Licht werden negative Ladungstrager (Elek-
tronen) von der Zink-Platte entfernt.

Aus der Beobachtung des Experiments unter Verwendung verschiedenarti-
ger Filter folgt, dass das Austreten von Elektronen von der Wellenlénge des
Lichts abhéngt. Im Falle einer Zinkplatte ist das ultraviolette Spektrum
fiir den Effekt verantwortlich. Eine Glasplatte absorbiert dieses, wihrend
es von Quarz durchgelassen wird.

Bei gentigend stark positiv aufgeladener Platte werden weitere Elektronen,
aufgrund der starken Coulomb-Wechselwirkung mit den positiven Ladun-
gen der Platte, am Austreten gehindert.

Das Auslosen von Elektronen bei der Bestrahlung der Oberfliche eines Metalls
oder eines anderen Festkorpers mit Licht wird Photoeffekt genannt.

2.1.1 Messung des Photoeffekts im Vakuum

Der Photoeffekt kann in einer Vakuumapparatur, in der die ausgelsten Elektro-
nen als elektrischer Strom nachgewiesen werden koénnen, quantitativ untersucht
werden (siche Abb. 2.2):

- Das Experiment wird im Hochvakuum durchgefiithrt, damit die ausgetre-

tenen Elektronen sich weitgehend ungehindert durch Stosse mit dem um-
gebenden Gas moglichst frei bewegen kénnen.

- Anstelle von Zink wird fiir dieses Experiment haufig ein Alkalimetall ver-

wendet, bei dem der Photoeffekt schon bei sichtbarem Licht (also niedri-
geren Frequenzen als im ultravioletten) demonstriert werden kann.

- In der Vakuumrdhre befindet sich gegeniiber des Alkalimetalls, das die

Funktion der Photokathode einnimmt, eine Kollektorelektrode aus einem
edleren Metall.
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Alkalimetall Licht der Frequenz v
—
N - + Kollektor-
1 elektrode
e- ‘
. Abb. 2.2: Quantitative
Vakuumrohre Untersuchung des Pho-

toeffekts anhand der

S lleU
pannungsquete Bestrahlung eines Alkali-

(A) metalls mit Licht. Auf die
N verschiedenen Bestandteile
m Photostrom | d(?r . Versuchsanordnung
\Z wird im Text eingegangen.

- Das Experiment wird mit monochromatischem? Licht durchgefiihrt. Die-
ses kann zum Beispiel von einer Quecksilberdampflampe erzeugt werden,
deren Licht mit einem Prisma spektral zerlegt wird, sodass die Photoka-
thode nur von dem Licht einer ausgewéhlten Spektrallinie bei einer festen
Frequenz beleuchtet wird.

- Zur Bestimmung der Energie der ausgeldsten Elektronen verwendet man
die sogenannte Gegenfeldmethode. Durch das Bestrahlen des Alkalimetalls
mit monochromatischem Licht gelangen Elektronen von der Photokathode
zur Kollektorelektrode (Anode). Dabei wird ein Photostrom, der durch die
ausgelosten Elektronen transportiert wird, gemessen. Zwischen Photoka-
thode und Anode kann nun eine Gegenspannung (Beschleunigungsspan-
nung) angelegt werden, sodass die Elektronen durch das elektrische Feld
der Gegenspannung abgebremst werden und bei genligend hoher Spannung
die Kollektorelektrode nicht mehr erreichen.

Bei der Durchfithrung dieses Experiments werden folgende Beobachtungen
gemacht:

a) Der Photostrom I héngt von der angelegten Beschleunigungsspannung U
und der Intensitét® P/A des eingestrahlten Lichts ab (siehe Abb. 2.3). Da-
bei beobachtet man, dass der Strom bei ausreichend grossen positiven Be-
schleunigungsspannungen séttigt. Er erreicht dabei einen Grenzwert I =
Ig, der zur Anzahl der ausgeldsten Elektronen proportional ist. Bei kleinen
(negativen) Gegenspannungen wird zunéchst noch ein Strom gemessen,
der bei U = —Upax verschwindet, d.h. I(—Upax) = 0. Daraus folgt, dass
die Elektronen, die das Alkalimetall aufgrund der Bestrahlung verlassen,

max

offenbar eine maximale kinetische Energie von EN2* = (—e) - (—Umax)
besitzen.

2Monochromatisches Licht ist Strahlung mit einer genau definierten Frequenz.
3Wir wihlen in diesem Kapitel die Notation P/A (Leistung P pro Fliche A) anstelle von T
fiir die Intensitdt um eine Verwechslung mit dem Strom I zu vermeiden.
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(P/A) > P/IA
Abb. 2.3: Der Photostrom I in
// PIA Abhiéingigkeit der  angelegten
Spannung U fiir zwei unterschied-
liche Lichtintensitdten P/A. Fiir

hohe Spannungen strebt der Pho-
u tostrom gegen einen konstanten

Gegen- Beschleunigungs-
spannunng spannung

b)

“Unax 10 Wert Is (Sdttigungsstrom). Bei

einer Gegenspannung U = —Upax
verschwindet der Photostrom.

Der Sattigungsstrom Is nimmt proportional zur Intensitiat P/A des
eingestrahlten Lichts zu, da bei hoheren Intensitdten mehr Elektronen
pro Zeit und Flache ausgelost werden, siehe schematische Darstellung in
Abb. 2.4.

Als wichtigste Beobachtung stellt man fest, dass die maximale kineti-
sche Energie E;7* der ausgetretenen Elektronen linear von der Frequenz
v des eingestrahlten Lichts abhéngt (siehe Abb. 2.5). Wie bereits in a) dis-
kutiert, ist —Upax ein Mass fiir die maximale kinetische Energie E52* der
ausgetretenen Elektronen. Es wird beobachtet, dass Upax unabhéngig von
der Intensitét P/A des eingestrahlten Lichts ist und nur von der Frequenz
v des eingestrahlten Lichts abhangt. Die Proportionalitatskonstante ist
materialunabhiingig und kann zu h = 6.63 - 10734 Js bestimmt werden.
Sie wird Plancksches Wirkungsquantum genannt. Es gibt eine minima-
le Frequenz vy,;, unterhalb welcher keine Elektronen ausgelost werden.
Vmin ist abhéngig vom bestrahlten Material. Diese Beobachtung kann fol-
gendermassen interpretiert werden: Um die Elektronen aus dem Metall
auszulosen muss Arbeit verrichtet werden. Diese wird Austrittsarbeit W
genannt und hiangt vom bestrahlten Material ab. Damit ergibt sich auch
der Zusammenhang W = h - vyin.

Ausserdem beobachtet man, dass die Verteilung der Elektronenenergie
unabhéngig von der Intensitdt P/A des eingestrahlten Lichts ist und dass
Elektronen nach wenigen Nanosekunden (107 s), d.h. quasi instantan,
nach dem Einschalten des Lichts ausgelost werden, selbst bei sehr kleinen
Intensititen (P/A ~ 1 W /m?).

Abb. 2.4: Der Sittigungsstrom Ig zeigt ei-
p/A  he lineare Abhéngigkeit von der Intensitét

P/A des eingestrahlten Lichts.
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Ekn' = €Unax

Abb. 2.5: Die maximale kinetische Ener-

gie E2* der ausgetretenen Elektronen
S zeigt eine lineare Abhéngigkeit von der
v -h Frequenz v des eingestrahlten Lichts.
v Die Proportionalitdtskonstante ist gege-
L Vi ben durch h = 6.63 - 1073* Js und die
w e minimale Frequenz vpin, bei der Elektro-
. nen ausgeldst werden, ist bestimmt durch

die Austrittsarbeit W.

2.2 Erklarung des Photoeffekts

Der Photoeffekt ldsst sich mit den Mitteln der klassischen Physik nicht aus-
reichend schliissig erkldren, wie wir im folgenden mittels einiger einfachen Ab-
schatzungen sehen werden.

2.2.1 Klassische Erwartung

Wir betrachten eine Metalloberfliche (A = 1 m?), die mit Licht der Leistung
P =1 uW bestrahlt wird (sieche Abb. 2.6). Das Ziel ist es die mittlere Energie-
aufnahme pro Elektron pro Zeiteinheit an der Metalloberfliche zu bestimmen
und daraus die Zeit, die es dauert bis im Mittel alle Elektronen aus der Ober-
fliche des Metalls ausgelost sind. Aus dem Experiment (siehe Abschnitt 2.1.1)
weiss man, dass diese Auslésung quasi instantan erfolgt und diese Zeit in der
Grossenordnung von ~ 1079 s liegt.

Die Zahl der Elektronen an einer Metalloberfliche lasst sich wie folgt ab-
schitzen. Der Durchmesser d eines Atoms betriigt ~ 1 A. Unter der Annahme,
dass ein Elektron pro Atom, welches die Fliache d? = 1 A2 einnimmt, relevant
ist fiir die Ladungsdichte an der Oberfliche, ergibt sich fiir die Anzahl der Elek-
tronen N auf der Oberflache des Metalls

A
N~ = 1020, (2.1)
Somit ergibt sich fiir die mittlere Energieaufnahme pro Elektron und Zeiteinheit
an der Metalloberflache

P
N 1072 W=10""¢eV /s. (2.2)

P=1uwW

Abb. 2.6: Anordnung zum Versuch einer
klassischen Erklarung des Photoeffekts:
Eine Metalloberfliche der Fliche A =
1 m? wird mit Licht der Leistung P =
1 W bestrahlt.

A=1m?
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Die Austrittsarbeit W eines typischen Metalls ist von der Gréssenordnung von
1 eV. Wenn die Energie des einfallenden Lichts gleichméssig auf alle Elektronen
an der Oberfliche verteilt wiirde, wiirde es ~ 107 s dauern, bis alle Elektro-
nen im Mittel geniligend Energie absorbiert haben, um die Austrittsarbeit zu
iiberwinden. Unter dieser Annahme wiirde ein Elektron im Mittel in 1 ns nur
eine Energie von 1076 ¢V aufnehmen, viel zu wenig, um die Austrittsarbeit zu
iiberwinden.

Dieses Resultat steht im klaren Widerspruch zu den Beobachtungen aus dem
Experiment, dass diese Auslosung quasi instantan erfolgt. Daher wird hier ein
neuer Ansatz zur Erklarung des Photoeffekts benotigt, der durch Albert Einstein
geliefert wurde, wofiir er 1921 den Nobelpreis in Physik erhielt.

2.2.2 Erklirung nach Einstein

Licht der Frequenz v kann auf ein Elektron die Energie hv tibertragen, wobei h
das Plancksche Wirkungsquantum ist. Um ein Elektron aus dem Metall zu be-
freien, muss die Austrittsarbeit W aufgewendet werden. Die kinetische Energie
E5% des vom Licht losgelosten Elektrons betrdgt maximal

B = hy — W, (2.3)

Daraus schloss Einstein, dass Licht der Frequenz v sich wie ein Teilchen
der Energie hr verhalt. Diese Teilchen nennt man Lichtquanten oder Photonen.
Ein einzelnes Photon kann seine gesamte Energie auf ein einzelnes Elektron
iibertragen. Beim Austritt aus dem Metall wird das Elektron die Austrittsarbeit
W iiberwinden und die restliche Energie als kinetische Energie E3%* aufnehmen

hv = W + BB (2.4)

Den Prozess des Auslosens eines einzelnen Elektrons aus einer Metallober-
fliche durch Wechselwirkung mit einem einzelnen Photon kann man in einem
Energieniveaudiagramm einfach darstellen (sieche Abb. 2.7). Solche Energieni-
veaudiagramme werden uns im weiteren Verlauf des Buchs haufig begegnen, da
sie sehr hilfreich sind zum Versténdnis zahlreicher Probleme in der Quantenme-
chanik.

Elektron

En [

Eiin”

Abb. 2.7: Energieniveaudiagramm: Ein
Photon der Energie hv trifft auf ein Elek-
tron eines Metalls und gibt seine gesamte
Energie an dieses weiter. Dadurch ist es

|hv
W ) S welter . .
Metall dem Elektron moglich die Austrittsarbeit
// / / W zu iiberwinden und es verldsst das Me-

tall mit einer kinetischen Energie EJ5*.
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2.3 Einzelphotonendetektoren

Der Photoeffekt wird heute in vielerlei Art und Weise in technischen Anwen-
dungen zum Einsatz gebracht, wenn kleine Lichtintensitdten, bis hinunter zu
einzelnen Photonen, empfindlich nachgewiesen werden sollen, wie zum Beispiel
auf dem Charged-Coupled-Device-(CCD)-Mikrochip einer Digitalkamera.

Mit den ersten technisch realisierten Einphotonendetektoren wurde es mog-
lich ein einzelnes von einem Metall ausgelostes Elektron und damit auch ein
einzelnes Photon als elektrischen Impuls zu detektieren. Solche Einphotonen-
detektoren sind in etwa nach dem in Abb. 2.8 skizzierten Schema aufgebaut.

Der Einphotonendetektor funktioniert wie folgt: (1) Ein Photon erzeugt ein
Elektron mittels Photoeffekt. (2) Das Elektron wird anschliessend mit Hilfe ei-
ner elektromagnetischen Linse auf die sogenannten Dynoden fokussiert. Eine
Dynode ist eine Elektrode aus einer Serie von Einzelelektroden. Uber die ge-
samte Serie der Dynoden ist eine Beschleunigungsspannung angelegt. Zwischen
einem Paar von Dynoden fillt somit entsprechend der Anzahl der einzelnen
Dynoden eine Teilspannung ab und Elektronen werden von Dynode zu Dynode
beschleunigt. Trifft ein Elektron auf die Oberfliche einer Dynode, so werden
weitere Elektronen emittiert und der Strom wird verstirkt. Eine Dynode erfillt
sowohl die Eigenschaften einer Kathode als auch einer Anode, da sie Elektronen
emittiert und absorbiert. (3) Das erste Elektron wird aufgrund der positiven
Spannung Us auf eine kinetische Energie von Ejy;, = eUs > W beschleunigt,
wobei W der Austrittsarbeit einer Dynode entspricht. Dadurch werden Sekun-
direlektronen* ausgelost. Durch das Aneinanderreihen von mehreren Dynoden
unter der Bedingung U; > Us; > Us > Uy > Us wird die Elektronenzahl auf
ein messbares Niveau vervielfacht. (4) Zur Messung werden die Sekundérelek-
tronen durch eine Kollektoranode aufgefangen und ein Strompuls, welcher von
einem Elektron bzw. Photon ausgelost wurde, kann detektiert werden. Jeder
Strompuls entspricht somit einem einzelnen einfallenden Photon.

Vakuumrdhre

hv @ e

NN ‘ —
1 Photon
Us U2
B Apb. 28 Phot
y / Dynoden . 2.8: otonen-
/ Zahler: Detektion
elektromagnetische Linse elnzelner. P}}otonen.
| Auf die einzelnen
Photokathode =  Punkte wird im Text
Kollektoranode eingegangen.

“Durch auftreffende primére Elektronen aus einem Material ausgeldste Elektronen werden
Sekundérelektronen genannt.
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In der modernen Halbleiterelektronik kénnen einzelne Photonen im Halb-
leiter frei bewegliche Ladungstriager erzeugen, wenn ihre Energie grosser ist als
die Energieliicke des Halbleiters. Die so erzeugten Ladungen lassen sich dann
elektrisch detektieren. Dabei ist es nicht mehr nétig, die Ladungen aus dem
Material ins Vakuum herauszulosen. Fiir die Weiterentwicklung dieser Technik
zum CCD-Detektor, wie er in vielen Digitalkameras eingesetzt wird, wurden
Willard Boyle und George Elwood Smith 2009 mit dem Nobelpreis fiir Physik
ausgezeichnet.

2.4 Teilchen- und Wellencharakter elektromagnetischer
Strahlung

Einerseits haben wir bei der Beobachtung des Photoeffekts erkannt, dass elektro-
magnetische Strahlung Teilcheneigenschaften besitzt. In geeignet ausgewéhlten
Experimenten zeigt sich, dass die Energie der Strahlung in Form von einzelnen
Quanten der Energie hv, die wir Photonen nennen, quantisiert ist. Anderer-
seits zeigen Beugungs- und Interferenzexperimente (siehe Kapitel 1), dass Licht
sich ebenfalls in geeigneten Experimenten wie eine Welle verhélt. Dies kénn-
te auf den ersten Blick widerspriichlich erscheinen. Jedoch handelt es sich hier
um eine grundlegende FEigenschaft von Licht, die zuerst im Rahmen der Ent-
wicklung der Quantenmechanik erkannt wurde, d.h. Licht hat sowohl Wellen-
als auch Teilchencharakter. Was wir genau unter dieser Doppelnatur verstehen,
erldutern wir in diesem Abschnitt anhand eines Experiments genauer.

2.4.1 Interferenz einzelner Photonen am Doppelspalt

Wir betrachten ein Experiment, dass sowohl die Wellen- als auch die Teilche-
neigenschaften des Lichts, in einem einzigen Experiment zu Tage treten ldsst
(siehe Abb. 2.9).

Als Lichtquelle dient ein Laser, der Licht der Wellenldnge A ~ 500 nm bei
einer Leistung von P = 5 mW erzeugt. Dies entspricht ungeféhr einer Anzahl

. |
Einzelphoton- CCD Bild- X .

Interferenz | Kamera verstarker ; Spiegel

@ Doppelspalt variabler

Absorber
Klassisches 5 ! 50/50 Abb. 2.9: Versuchsauf-

Interferenz- f . .

bild S | Strahlteiler bau zum Experiment
@ Beobachtung von We-
. Absorber llen- und Teilchencha-
Einzel- Detektor 3 - 107 |—{ <10 50/5Q rakter von Licht bei
photonen st variabel Strahlteiler o1 Beugung am Dop-
0] pelspalt. Auf die ein-
zelnen Teile der Ver-

Quelle Laser Spiegel  suchsanordnung wird
im Text eingegangen.
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von n = 1.2 - 10'6 Photonen, die pro Sekunde vom Laser emittiert werden. Der
ausgesandte Lichtstrahl wird mit Spiegeln und Strahlteilern auf verschiedene
Messapparaturen in den drei Armen des Aufbaus aufgeteilt, auf die wir nun
genauer eingehen werden.

Mit der ersten Apparatur wird der Teilchencharakters des Lichts nachge-
wiesen. Dazu wird mittels Absorber die Lichtintensitit so stark reduziert, dass
nur noch alle paar Sekunden ein Photon aus dem Absorber austritt. Die De-
tektion einzelner Photonen erfolgt dann mit einem Photonenzéhler, den wir in
Abschnitt 2.3 kennengelernt haben.

In der zweiten Apparatur erfolgt, ohne Reduktion der Intensitdt des vom
Laser ausgesandten Lichts, die bekannte Beugung von Licht am Doppelspalt,
analog zum Abschnitt 1.2.2, bei der man das bekannte Interferenzmuster beob-
achtet, welches die Welleneigenschaften von Licht sichtbar macht.

In der dritten Apparatur wird der Laserstrahl wieder soweit abgeschwicht,
dass nur wenige Photonen pro Zeiteinheit im Strahl vorliegen. Diese Photonen
passieren dann einen Doppelspalt. Ein Einzelphotonendetektor weist die einzel-
nen durch den Doppelspalt getretenen Photonen ortsaufgelst in der Bildebene
nach. Dies ist zum Beispiel moglich durch Verwendung eines Bildverstirkers®
kombiniert mit einer CCD-Kamera®, die die einzelnen Photonen in der Bildebe-
ne registriert.

In diesem Experiment beobachten wir, wie einzelne Photonen in der Bilde-
bene scheinbar an zufilligen Orten eines nach dem anderen detektiert werden.
Sammeln wir mehr und mehr Photonen mit dem Detektor auf, so beobachten
wir, dass sich langsam das bekannte Interferenzmuster des Doppelspalts ergibt.
Die Anzahl der Photonen, die an einer bestimmten Stelle auf dem Schirm auf-
treffen, scheint durch das Quadrat der Amplitude der interferierenden elektro-
magnetischen Welle, die durch den Doppelspalt tritt, gegeben zu sein.

Die Wellen- und Teilcheneigenschaften elektromagnetischer Strahlung lassen
sich somit wie folgt in Einklang bringen: Die in der klassischen Theorie der
elektromagnetischen Wellen als Intensitiat gegebene Grisse (proportional zum
Quadrat der Amplitude des Feldes) ist proportional zur Wahrscheinlichkeit, dass
ein Photon an dem betrachteten Ort des Raumes detektiert werden kann. Diese
Beobachtung wird sich im weiteren Verlauf des Buchs als wichtiges Element der
Quantentheorie herausstellen.

Wir untersuchen nun als néchstes wie diese Interpretation am Beispiel der
Beugung am Spalt (sieche Abschnitt 1.2.2) konkret zu verstehen ist.

2.4.2 Statistische Interpretation

Die Beugungsintensitét hinter einem Spalt ist nach der oben ausgefiihrten Inter-
pretation als Statistik zu verstehen. D.h. die Beugungsintensitét ist ein Mass fiir
die Haufigkeit, mit welcher Photonen unter dem betreffenden Beugungswinkel
a beobachtet werden (siehe Abb. 2.10).

SEin Bildverstirker verstirkt geringe Lichtmengen, sodass sie mit dem Auge oder mit elektro-
nischen Bildaufnehmern (in unserem Fall mit einer CCD-Kamera) registriert werden kénnen.

SEine CCD-Kamera ist im wesentlichen eine Anordnung von einzelnen Photonenzihlern in
einem Gitter.
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Spalt
Detektor

Photonen é Abb. 2.10: Die Doppelnatur des Lichts am
_/ Beispiel der Beugung am Spalt: Photonen
hv. > a treffen auf einen Spalt und dahinter mittels
- o Detektor registriert. Die Haufigkeitsvertei-
Haufigkeits- 1 hi d Spalt is ben durch

verteilung ung hinter dem bdpalt 1st gegeben durc
der Photonen d.ie“nach dfem Wellenbild berechnete Inten-

sitatsverteilung.

Wir bemerken dabei, dass der Detektor in jeder Winkeleinstellung einzelne
Photonen detektiert. Es werden niemals Bruchteile von Photonen detektiert. Ein
Photon wird also nicht aufgeteilt und ist auch nicht {iber den Beugungsbereich
verteilt, wenn es detektiert wird.

Ein weiterer wichtiger Punkt ist, dass die Intensitétsverteilung hinter dem
Spalt nicht von einer Interferenz zwischen verschiedenen Photonen herriihrt.
Auch wenn sich zu jedem Zeitpunkt des Experiments nur ein einzelnes Photon
in der Apparatur befindet, werden dieselben Interferenzphénomene beobachtet.

In anderen Worten: Mit elektromagnetischer Strahlung kann man Beugungs-
versuche machen, bei denen die Intensitét so klein ist, dass sich aufs Mal nur ein
einziges Photon in der Apparatur aufhédlt. Auch in diesem Fall ist die Haufig-
keitsverteilung der detektierten Photonen gegeben durch die aufgrund des Wel-
lenbildes berechnete. Mit diesen Uberlegungen sind wir zu einer statistischen
Interpretation der Intensitdt gelangt.

Beugung von Mikrowellen am Spalt

Wir betrachten die Beugung von Mikrowellen, d.h. die Beugung von Licht der
Wellenléinge A = 3 cm (Frequenz v = 1010 1/s), an einem Spalt der Breite d ~ 6
cm. Die auf den Spalt einfallende Strahlungsleistung P sei von der Grossenord-
nung 1073 W. Fiir die Energie E eines Mikrowellenphotons ergibt sich

E=hr=6.63-10"3Js-10'° 1/s = 6.63- 1072* J. (2.5)

Pro Sekunde féllt somit die folgende Anzahl Photonen n auf den Spalt

P
— T~ 1020
n E s

(2.6)
d.h. eine relativ grosse Anzahl. Somit bekommt man bei der Beugung von Mi-
krowellen am Spalt bereits fiir eine kurz andauernde Messung eine grosse Zahl
von detektierten Photonen und die Quantennatur der Strahlung ist nicht ein-
fach nachzuweisen, da die detektierten Photonen nicht mehr zeitlich aufgeldst
werden kdnnen.

Beugung von Rontgen-Strahlen am Spalt

Als zweites Beispiel betrachten wir die Beugung von Rontgen-Strahlen, d.h. die
Beugung von Licht der Wellenlinge A = 3 - 1078 cm (Frequenz v = 10'® 1/s),
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an einem Spalt der Breite d ~ 10™* cm. Die auf den Spalt einfallende Strah-
lungsleistung P ist von der Gréssenordnung 10~ W. Fiir die Energie E eines
Rontgen-Photons ergibt sich

E=hy=6.63-107" Js-10'® 1/s = 6.63 - 10716 J. (2.7)

Pro Sekunde féllt somit die folgende Anzahl Photonen n auf den Spalt
P
= — ~ 106. 2.8
n= (28)

Auf den ersten Blick erkennt man, dass man bedeutend lénger messen muss
als beim Mikrowellenexperiment, um bei der Ausmessung der Winkelverteilung
hinter dem Spalt eine gute Statistik zu erhalten.

Zum Abschluss gehen wir noch der Frage nach, wie viele Photonen sich
gleichzeitig in der Apparatur authalten. Wir nehmen dazu an, dass die Wegstre-
cke [, die die Photonen zu durchlaufen haben, 10 cm betragt. Daraus ergibt sich
fiir die Zeit t, die sich ein Photon in der Apparatur aufhilt

l 10

t=-

— _ —10

Da pro Sekunde nur n = 10% Photonen eintreffen, ist es daher sehr unwahrschein-
lich, dass sich zur selben Zeit mehr als ein Photon in der Apparatur befindet.

2.5 Zusammenfassung

Bei der Bestrahlung einer Metallplatte mit Licht werden Elektronen ausgelost.
Dieser Effekt wird Photoeffekt genannt und war ein erster Hinweis auf die Quan-
tisierung des Lichts, d.h. dass Licht Teilchencharakter zeigt. Das klassische Wel-
lenmodell versagt bei der Erklarung und es bendtigt ein neues Modell. Hier
nochmals die wichtigsten Resultate zur Interpretation des Photoeffekts durch
Einstein:

- Licht der Frequenz v besteht aus Teilchen mit der Energie hv.

- Diese Teilchen nennt man Lichtquanten oder Photonen.

- Ein einzelnes Photon kann seine gesamte Energie auf ein einzelnes Elektron
iibertragen.

- Beim Austritt aus dem Metall iiberwindet das Elektron die Austrittsarbeit

W und nimmt die restliche Energie als kinetische Energie E52* auf

hv =W + ERax, (2.10)

Eine weitere Erkenntnis ist, dass Licht sowohl Wellen- als auch Teilchenei-
genschaften besitzt. Welche Eigenschaft in Erscheinung tritt, hingt vom durch-
gefiihrten Experiment ab.
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Kapitel 3

Inverser Photoeffekt

In Kapitel 2 haben wir den Photoeffekt kennengelernt. Der Effekt beschreibt die
Tatsache, dass durch die Bestrahlung einer Metalloberflache mit Licht, Elektro-
nen aus einem Metall gelost werden kénnen. Dabei kann ein Lichtquant (Photon)
seine gesamte Energie hv auf ein einzelnes Elektron iibertragen.

Dazu existiert ein inverser Effekt: Bei der Abbremsung von Elektronen an
einer Metalloberflache wird elektromagnetische Strahlung emittiert. Auf diesen
inversen Photoeffekt der durch Bremsstrahlung hervorgerufen wird, gehen wir
in diesem Kapitel ein. Zuerst betrachten wir die Erzeugung von Bremsstrahlung
klassisch. Anschliessend wenden wir uns der Erzeugung und Charakterisierung
von Rontgen-Strahlung zu. Aufbauend auf der Messung des Réntgen-Spektrums
erfolgt eine quantenmechanische Interpretation der Bremsstrahlung.

3.1 Klassische Beschreibung der Bremsstrahlung

Wir untersuchen als erstes die Bremsstrahlung, d.h. die Emission von elektroma-
gnetischer Strahlung beim Abbremsen von Elektronen an einer Metalloberflache,
an einem einfachen klassischen Modell (siehe Abb. 3.1): Eine negativ geladene
Ladung —q (z.B. ein Elektron) bewegt sich auf eine positive Ladung +¢ zu und
erfahre dabei eine negative Beschleunigung (Bremsung), deren Ursache wir zu-
néchst nicht weiter diskutieren wollen. Diese Ladungskonfiguration lasst sich als
Hertzscher Dipol beschreiben. Wir nehmen an, dass sich die negative Ladung
—q langs der z-Achse bewegt und die positive Ladung +¢ im Ursprung fixiert
ist. Das entsprechende Dipolmoment ist dann ldngs der z-Achse gerichtet und
betragt p = gz, wenn z der Ort der Ladung —g bezeichnet.

Die vom Dipol unter dem Winkel ¥ bezogen auf die Dipolachse z abgestrahlte
Intensitdt I im Abstand r vom D1pol ist gegeben durch den Betrag des entspre-
chenden Poyntingvektors S=FExH (auf eine Herleitung wird hier verzichtet
und auf weiterfithrende Literatur |2| verwiesen)

Cc r

I(r,0,t) = ‘5‘(“9 t)‘ “0( (4777“/0)) sin? 0. (3.1)

Wegen der endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ der elektromagnetischen
Wellen ist p zur (retardierten) Zeit ¢ — r/c zu nehmen, damit man S bzw. I

7
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bewegte

Ladung \

feste
Ladung \f Abb. 3.1: Der Hertzsche Dipol als klassi-
sches Modell fiir die Bremsstrahlung: Eine

negative Ladung —q bewegt sich auf eine
// positive Ladung +¢q zu und wird dabei ab-
z

gebremst. Dadurch sendet der Dipol p'elek-
tromagnetische Strahlung aus.

zur Zeit t erhdlt. Aus (3.1) wird klar, dass ein elektrischer Dipol strahlt, wenn
die zweite Ableitung des Dipolmoments nach der Zeit p nicht verschwindet. Aus
p = qz folgt p = ¢Z. Damit also p # 0 ist, muss gelten Z £ 0, was in unserem
Modell erfiillt ist, da unsere negative Ladung —¢q eine negative Beschleunigung
erfahre. Grosse Werte von Z und damit eine hohe Strahlungsintensitit werden
erreicht, wenn sehr schnelle Elektronen beim Auftreffen auf Materie abgebremst
werden. Da der Bremsvorgang die Ursache fiir die elektromagnetische Strahlung
ist, wird diese Strahlung Bremsstrahlung genannt.

Der Bremsvorgang wird im Allgemeinen sehr kompliziert sein. Das Elektron
kann viele Zusammenstosse erleiden, bis es seinen Platz im Metall gefunden hat,
sei es in einem Atom oder im Elektronengas. Als Extremfall konnte man sich
klassisch folgenden Einzelprozess vorstellen, bei dem das Elektron seine ganze
kinetische Energie in Strahlung umwandelt (siehe Abb. 3.2): Das einfallende
Elektron dringt in die Elektronenwolke eines (neutralen) Atoms ein und wird
durch das im Innern herrschende elektrische Feld umgelenkt. Wegen der Be-
schleunigung bzw. Verzogerung, die es dabei erfiahrt, strahlt es eine elektroma-
gnetische Welle ab und verliert dadurch kinetische Energie. Im Grenzfall kénnte
es am Rande des Atoms zum Stillstand kommen.

Wir fiithren hier die aufwendige Rechnung nicht durch, sondern nur eine
qualitative Betrachtung iiber die Form des Frequenzspektrums der emittierten
Strahlung geben. Wir betrachten einfachheitshalber den Bremsvorgang des Elek-
trons in einer Dimension. In Abb. 3.3 ist diese Bewegung in einem Geschwindigkeits-
Weg- und in einem Beschleunigungs-Weg-Diagramm dargestellt: Das Elektron
befindet sich zuerst in einem freien Flug und wird anschliessend in einem Atom
oder im Elektronengas eines Metalls gebremst. Die Stérke des elektrischen und

einfallendes
Elektron

Stillstand

Abb. 3.2: Schematische Darstellung des
Bremsvorgangs: Ein Elektron dringt in die
S Elektronenwolke eines Atoms ein und wird
Elektronenwolke =~ dabei abgebremst.
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@ z
freier Flug Bremsvorgang
z
(b) 3
freier Flug z Abb. 3.3: (a) Darstellung des Brems-
vorgangs in einem Geschwindigkeits-
™~ Weg-Diagramm und (b) in einem Be-
Bremsvorgang  gchleunigungs-Weg-Diagramm.

magnetischen Feldes in der Wellenzone ist proportional zu Z(t — r/c). Das Fre-
quenzspektrum ergibt sich dann durch Fourier-Transformation von 2(t — r/c).
Das Spektrum wird kontinuierlich sein und sich zumindest bei klassischer Be-
trachtung von v = 0 bis zu beliebig hohen Frequenzen erstrecken. Die Verschie-
bung r/c beeinflusst das Spektrum nicht, so dass wir Z(¢) fourier-transformieren
kénnen.

Um eine Idee zu gewinnen, wie das Spektrum etwa aussehen kénnte, nehmen
wir an, dass der zeitliche Verlauf -2(¢) des Bremsvorgangs durch eine Glocken-
kurve der Breite 27 gegeben ist. Die maximale negative Beschleunigung ag wird
bei t = 0 gesetzt. Die Glockenkurve ist gegeben durch (siehe Abb. 3.4)

—5(t) = ap e~ W2, (3.2)
Die Fourier-Transformierte ist dann wieder eine Glockenkurve
A(v) = Ay e~ WT/2)?, (3.3)

Wesentlich ist hier, dass sich das Spektrum bis zu beliebig hohen Frequenzen
erstreckt und das Amplitudenmaximum bei v = 0 liegt. Da Z symmetrisch ange-
nommen wurde, muss man positive und negative Frequenzen im Spektrum nicht
unterscheiden, d.h. es geniigt, die rechte Hélfte des Spektrums zu betrachten.
An diesem sehr vereinfachten klassischen Modell ist noch eine wesentliche
Korrektur anzubringen: Beim Bremsprozess dringen die Elektronen eine sehr

(a) -2(t)

(b)

Abb. 3.4: (a) Glockenkurve als Modell
fir den Bremsvorgang. (b) Frequenz-
spektrum der Bremsstrahlung (Fourier-
-1 1 Transformierte).
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kleine Strecke in das Metall ein, so dass ein Teil der emittierten Bremsstrah-
lung in diesem absorbiert wird. Die niederfrequente Strahlung wird dabei viel
starker absorbiert als die hochfrequente Strahlung. Dieser Effekt bewirkt eine
bedeutende Verdnderung der Form des klassisch erwarteten Spektrums auf der
niederfrequenten Seite (siehe Abb. 3.5).

3.2 Rontgen-Strahlung

Beschleunigt man Elektronen auf Energien von einigen 10 keV, so kann der inver-
se photoelektrische Effekt benutzt werden, um kurzwellige elektromagnetische
Strahlung kontrolliert zu erzeugen. Diese Strahlung wird nach ihrem Entdecker
Wilhelm Réntgen! auch Rontgen-Strahlung genannt. Solche Strahlung durch-
dringt Materie und findet daher auch Anwendung in der Medizin bei der Abbil-
dung von Knochen oder inneren Organen, sowie in der Festkorperphysik bei der
Untersuchung von Materialeigenschaften. Dabei wird im ersten Fall typischer-
weise die Absorption der Rontgen-Strahlung gemessen, wohingegen im zweiten
Fall Interferenzphinomene benutzt werden, um Kristallstrukturen akkurat zu
bestimmen.

3.2.1 Funktionsweise einer Rontgen-Rohre

Eine Rontgen-Rohre (siche Abb. 3.6) besteht aus einem in einem Vakuumbe-
hélter installierten thermischen Elektronenemitter dessen Elektronen auf hohe
Energien beschleunigt werden und dann auf eine Anode treffen. Wir gehen nun
auf einige wichtige Aspekte bei der Erzeugung von Réntgen-Strahlung ein.

(1) In einem ersten Schritt werden freie Elektronen mittels des thermoelek-
trischen Effekts (siche Abschnitt 3.3) erzeugt. Dazu wird ein Filament elektrisch
erhitzt indem es an eine Stromquelle angeschlossen wird. Erreicht das Filament
eine ausreichend hohe Temperatur, so konnen einzelne Elektronen die Austritts-
arbeit tiberwinden und das Filament verlassen. (2) Anschliessend werden die
Elektronen stark beschleunigt indem sie einen Feldgradienten durchlaufen, der
durch eine Spannung der Grossenordnung U = 1 — 100 kV erzeugt wird, die
zwischen einer Gitterelektrode und einer Kollektorelektrode angelegt ist. Die so

A(v) Frequenzspektrum
ohne Bertiicksichtigung
~~~~~~~~~~~~~ — der Absorption
Frequenzspektrum
/ mit Berucksichtigung
/ der Absorption
Abb. 3.5: Klassisches Frequenzspektrum
der Bremsstrahlung mit und ohne Be-
Ly riicksichtigung der Absorption im Me-
tall.

"Wilhelm Réntgen studierte an der ETH Ziirich Maschinenbau. 1901 wurde ihm fiir die Ent-
deckung der Rontgen-Strahlung der erste Nobelpreis in Physik verliehen.
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Vakuumrohre

/ +
| \\\@3
I hv
I

B fel

I

N ~ -
i Abb. 3.6: Der schematische Aufbau ei-

5 6 ner Rontgen-Rohre. Auf die einzelnen Be-
1-100 kV standteile wird im Text eingegangen.

beschleunigten Elektronen treffen auf die Anode und werden darin durch Viel-
fachstreuung an Elektronen und Kernen abgebremst. (3) Dabei wird Brems-
strahlung mit einem kontinuierlichen Spektrum erzeugt. Bei den betrachteten
Beschleunigungsspannungen erhilt man Rontgen-Strahlung bei Wellenlangen
zwischen 1078 und 1072 m.

3.3 Der thermoelektrische Effekt

In der Rontgen-Rohre wird der thermoelektrische Effekt eingesetzt um freie Elek-
tronen zu erzeugen. Dieser Prozess 16st, dhnlich dem Photoeffekt, Elektronen
aus einem Metall aus. Beim thermoelektrischen Effekt wird die nétige Energie
durch thermische Anregung anstatt durch Bestrahlung mit elektromagnetischer
Strahlung bereitgestellt. Dieser Effekt wird z.B. auch in analogen Oszillosko-
pen, in den friither iiblichen Rohrenfernsehern und in Elektronenmikroskopen
zum Finsatz gebracht.

Die thermische Anregung der Elektronen erfolgt folgendermassen: Durch das
Metall fliesst ein Strom. Infolgedessen fiihrt der elektrische Widerstand zum Auf-
heizen des Metalls und der in ihm befindlichen Elektronen bis ein thermisches
Gleichgewicht eintritt. Fiir die Elektronen bei den hochsten Energien wird es
dann moglich die Austrittsarbeit W zu tiberwinden und das Metall zu verlassen.

Zur Veranschaulichung betrachten wir den Effekt in einem Energiediagramm
(siche Abb. 3.7). Wir fithren dazu die Fermi-Dirac- Verteilungsfunktion Prp(E)
ein, die die Wahrscheinlichkeit angibt mit der ein Elektron eine Energie £ bei
gegebener Temperatur 7' (im thermischen Gleichgewicht) hat

1
= o(E-Er)/(ksT) 1 1’

Ppp(E) (3.4)
wobei Er die Fermi-Energie ist. Die Bedeutung der Fermi-Energie wird klar,
wenn wir den Fall " = 0 K betrachten. Bei 7' = 0 K nimmt die Fermi-Dirac-
Verteilungsfunktion die Form einer Stufenfunktion ein, d.h.

0, wenn FE > Fp,

(3.5)
1, wenn F < Ef.

Prp(E) = {
Mit anderen Worten: Bei T' = 0 K sind alle Zustdnde im Metall bis zur Energie
FEr besetzt, alle Zustdnde hoherer Energie unbesetzt. Bei Metallen entspricht
Ey ungefidhr der Austrittsarbeit und ist von der Grossenordnung 2 - 5 eV.
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E Ein kleiner Anteil der Elektro-
nen tritt bei hohen Tempera-

turen aus dem Metall aus. Abb. 3.7: Der thermoelektrische Effekt dar-

gestellt im Energiediagramm: Bei 7' =0 K
nimmt die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion
-W=-E¢ eine Stufenform an, fiir hohere Tempe-
\|—T=0K raturen verformt sich die Fermi-Dirac-
Verteilungsfunktion und bei T' ~ 2000 —10*
K wird es fiir Elektronen moglich das Me-
tall zu verlassen.

N\ ~—— ksT~0.1 Er

! Pro(E)

Wird jedoch die Temperatur erhéht, so verformt sich die Fermi-Dirac-Ver-
teilungsfunktion und es wird fiir die Elektronen durch thermische Anregung
moglich, Zustande oberhalb des Fermi-Niveaus einzunehmen. Wird nun die Tem-
peratur so stark erhoht, dass kgT ~ 0.1 Eg, d.h. T ~ 2000 — 10* K, so ist es
fiir die Elektronen moglich das Metall zu verlassen.

3.4 Beugung von Rontgen-Strahlung

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Spektrum einer Réntgen-Rohre, deren
Funktionsweise wir bereits kennengelernt haben (siche Abschnitt 3.2), anhand
verschiedener Messmethoden.

3.4.1 Wellenlingenmessungen mit kiinstlichen Gittern

Im sichtbaren Bereich elektromagnetischer Strahlung, d.h. fiir Wellenldngen A
zwischen 380 und 780 nm, verwendet man zur Wellenldngenmessung z.B. kiinst-
lich hergestellte Beugungsgitter mit einer bekannten Gitterkonstante a von der
Grossenordnung der Wellenlédnge A. Fiir kurzwellige Strahlung, wie z.B. Rontgen-
Strahlung, ist diese Methode allerdings schwierig zu realisieren.
Rontgen-Strahlung hat eine Wellenléinge A von etwa 1 A. Diese entstehen
bei Beschleunigungsspannungen U zwischen 20 und 50 kV. Technisch lassen sich
bei kiinstlichen Beugungsgittern minimale Spaltabstdnde von der Grossenord-
nung von a ~ 10'000 A realisieren. Wir betrachten nun die Bedingung fiir die
Beugungswinkel der Maxima unter diesen Aspekten (siehe Abb. 3.8):

A
Sin aupax = n—. (3.6)
a

Aufgrund der vorangegangen Betrachtungen gilt fiir die Rontgen-Strahlung:
A < a, was zur Folge hat, dass bei kleinen Ordnungszahlen n die Spektren
auf einen sehr kleinen Winkelbereich zusammengedriangt wiren und bei grossen
Ordnungszahlen bzw. Beugungswinkeln sind die Beugungsmaxima so schwach,
dass man sie nicht mehr messen kann. Es wird klar, dass wir uns fiir die Wellen-
laingenbestimmung bei der Rontgen-Strahlung einer anderen Methode bedienen
miissen.

Eine Moglichkeit ist Interferenz bei streifendem Einfall zu betrachten, d.h.
wenn die Strahlung unter kleinem Winkel zur Oberfliche des Gitters einfallt
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a: Gitterkonstante
o Beugungswinkel
A: Gangunterschied

) ebene Bedingung flr
Réntgen-Welle Beugungsmaxima:
A =sinac a=nA

Abb. 3.8:  Beugung von
Rontgen-Strahlung am
kiinstlichen  Gitter  mit
Gitterkonstante a.

(sieche Abb. 3.9). Mit Hilfe eines Reflexionsgitters lasst sich damit Strahlung
spektral zerlegen, auch dann, wenn die Gitterkonstante a gross ist im Vergleich
zur Wellenldnge A. Ein Beugungsmaximum tritt auf, wenn die Wegdifferenz
zwischen zwei an benachbarten Kédmmen reflektierten Strahlen ein ganzzahliges
Vielfaches der Wellenlédnge ist

nA\=a—a cosa=a (1—cosa)=2a sin?(a/2). (3.7)

Daraus ergibt sich die folgende Bedingung fiir die Beugungsmaxima bei strei-

fendem Einfall
n\
i max 2) = - .
sin(@max/2) = 1/ g (3.8)

Im Gegensatz zum Fall eines Gitters bei normalem Einfall der Strahlung ist
der Beugungswinkel im wesentlichen proportional zu /\/a statt zu A/a. Bei
streifendem Einfall kann man deshalb auch noch bei sehr kleinen Verhéltnissen
A/a spektrale Zerlegung vornehmen. Mit geeigneten optischen Reflexionsgit-
tern (@ = 5 pum) ist es daher moglich, Rontgen-Strahlen im Wellenlédngenbereich
von einigen A aufzunehmen. Tatséchlich ist die Wellenldngenskala der Réntgen-
Spektren auf diese Weise an diejenige der optischen Spektren angeschlossen
worden.

3.4.2 Bragg-Reflexion

Anstelle von kiinstlich hergestellten Gittern kann man aber auch natiirlich vor-
kommende periodische Strukturen, wie z.B. Kristallgitter verwenden. Bei natiir-

Abb. 3.9: Trick des streifenden Einfalls:
Spektrale Zerlegung von Strahlung mit
Hilfe eines Reflexionsgitters.
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lichen Kristallgittern sind typische Gitterkonstanten von der Groéssenordnung
von einigen A, welche im Wellenlingenbereich der Rontgen-Strahlung liegen.
Diese eignen sich daher bestens fiir die Beugung und damit Wellenldngenmes-
sung von Rontgen-Strahlung. Allerdings handelt es sich hier nicht um zweidi-
mensionale Strichgitter, sondern um sogenannte Raumgitter. Wir werden hier
nur eine vereinfachte Theorie der Raumgitterinterferenz diskutieren und verwei-
sen fiir weitere Ausfithrungen auf die Festkorperphysik.

Als Beispiel betrachten wir die Beugung von Rontgen-Strahlung an einem
einfachen kubischen Gitter mit der Gitterkonstante a langs der kubischen Ach-
sen (siehe Abb. 3.10). Vereinfachend nehmen wir dazu an, dass die Gitterpunkte
mit gleichen Atomen besetzt sein sollen?.

In dieses Gitter soll eine ebene elektromagnetische Welle eindringen, wo-
bei die Einfallsrichtung in der xy-Ebene liegt. Der Einfallswinkel wird mit o
bezeichnet. Unter dem Einfluss des Feldes der einfallenden Welle werden die
Elektronen der Atome zu erzwungenen Schwingungen angeregt, die eine feste
Phasenbeziehung mit der einfallenden Welle haben. Sie werden damit zu kohé-
renten Sekundérstrahlern. Man spricht in diesem Fall von kohdrenter Streuung®.

Wir analysieren nun unter welchen Bedingungen, insbesondere unter wel-
chen Winkeln, konstruktive Interferenz zwischen den von den einzelnen Atomen
kohérent gestreuten Wellen auftritt. Ein Interferenzmaximum in der gestreuten
Intensitdat kommt in der skizzierten Situation zustande, wenn die folgenden zwei
sogenannten Bragg-Bedingungen? (siehe Abb. 3.10) gleichzeitig erfiillt sind:

1. Die Sekundirwellen der Atome auf jeder Netzebene® parallel zur x-Achse

Abb. 3.10: Bragg-Reflexion
a am einfach kubischen Kri-
stall. Auf die Bezeichnungen
O X wird im Text eingegangen.

2Eine solche Kristallstruktur kommt in der Natur fiir ein einzelnes chemisches Element nicht
vor, ist aber zum Beispiel bei NaCl (Kochsalz) realisiert, bei dem jeder Gitterplatz abwech-
selnd durch ein Na oder ein Cl Atom besetzt ist.

3Bei kohirenter Streuung dndert sich weder die Energie noch die Phase der gestreuten Welle.
Kohérenz ist die Voraussetzung fiir Interferenzerscheinungen.

“Den Namensgebern William Henry Bragg und William Lawrence Bragg wurde 1915 fiir ihre
Verdienste um die Erforschung der Kristallstrukturen mittels Rontgenstrahlen der Nobelpreis
in Physik verliehen.

®Als Netzebene bezeichnet man eine Ebene, die durch Punkte (Atome) eines Kristallgitters
aufgespannt wird.
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miissen konstruktiv interferieren. Fiir beliebige Einfallswinkel Jg ist dies
erfiillt, wenn fiir die Gangunterschiede der einfallenden Welle Ag und der
reflektierten Welle AR gilt

Ag = a cosYg = Ar = a cosUR. (3.9)

Daraus folgt fiir Ag = Ag die Bedingung, dass der Einfallswinkel ¥ dem
Ausfallswinkel ¥g identisch sein muss®

9 = Og = 0. (3.10)

2. Die Sekundérwellen der Atome auf Netzebenen parallel zur y-Achse sollen
ebenfalls konstruktiv interferieren. Dabei ergibt sich fiir den Wegunter-
schied zweier Strahlen ausgesandt von benachbarten Atomen unter der
Bedingung (3.10) 2A = 2a sin 9. Fiir konstruktive Interferenz muss dieser
Wegunterschied einem ganzzahligen Vielfachen der Wellenldnge A entspre-
chen. Damit folgt die zweite Bragg-Bedingung

ni

inYmax = —. 11
sin 90 (3.11)

Dies sind die Bedingungen fiir Bragg-Reflexion an einer Schar von Netz-
ebenen (im Beispiel sind sie senkrecht zur y-Achse), deren Abstand a betréigt.
Zusétzlich bemerken wir, dass das Interferenzmaximum umso schérfer ist, je
grosser die Anzahl Netzebenen ist, die beteiligt sind.

Diese Methode eignet sich, wie erwéhnt, fiir die Bestimmung der Wellenlén-
ge A von Rontgen-Strahlen bei bekannter Gitterkonstante a. Umgekehrt kann
bei bekannter Wellenldnge A\ die Gitterkonstante a eines natiirlichen Kristalls
bestimmt werden. Diese Technik kommt in der Festkorperphysik haufig zur An-
wendung (siche Abschnitt 7.2.2).

Netzebenen

Man kann Atome in einem Gitter auf viele Weisen zu Netzebenen zusammen-
fassen. Den einfachsten Fall haben wir in der Beschreibung der Bragg-Reflexion
nach Abb. 3.10 kennengelernt. In Abb. 3.11 ist nun eine weitere Moglichkeit
skizziert, wie die Atome in einem einfach kubischen Gitter zu Netzebenen zu-
sammengefasst werden konnen. In die Bragg-Bedingung (3.11) ist dann anstelle
von a der Abstand dieser Netzebenen einzusetzen. Wir iiberpriifen dies in diesem
neuen Beispiel.

Als Braggsche Netzebenen betrachten wir die eingezeichneten Diagonalebe-
nen des kubischen Gitters. Konstruktive Interferenz der Streuwellen, d.h. ein
Beugungsmaximum, tritt auf, wenn gleichzeitig folgende zwei Bedingungen er-
fiillt sind:

5Im Allgemeinen ist ein Gangunterschied n\ erlaubt und wiirde Reflexionen héherer Ordnung
zur Folge haben. Jedoch kommt es auf die Versuchsanordnung an, ob diese beobachtet werden
oder nicht. In unserem Fall, wo A\ ~ a, wird nur die nullte Ordnung beobachtet, bei der der
Gangunterschied bei der Reflexion an benachbarten Atomen (in einer Ebene) verschwindet
und demzufolge Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel ist.
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A = acos(1/4 - 19)
A, = asin(m/4 - 1)

Abb. 3.11:  Beispiel zu
X Netz-ebenen im einfach
kubischen Gitter.

Analog zur Bragg-Reflexion nach Abb. 3.10 muss auch hier der Einfallswinkel
gleich dem Ausfallswinkel sein

19E = 19R =1 fur )\E = )\R. (3.12)

Ebenfalls muss der Wegunterschied zweier Strahlen, welche an zwei benach-
barten parallelen Ebenen reflektiert werden, einem ganzzahligen Vielfachen der
Wellenlédnge A entsprechen

a cos(m/4—19) —a sin(r/4 —9) =nA. (3.13)
Daraus ergibt sich

a [cos(m/4) cos ¥ + sin(mw/4) sin ¥ — (sin(7/4) cos ¥ — cos(7/4) sindd)] = nA.

(3.14)

Mit cos(m/4) = sin(r/4) = 1/1/2 folgt

a
— (cos¥ + sind — cos ¥ + sind) = nA. 3.15
7 ( ) (3.15)
Die Bragg-Bedingung lautet somit
A

S0 Uy = —— (3.16)

2a/v2)’

d.h. wir erhalten wie behauptet die Bragg-Bedingung (3.11), wo anstelle von a
der neue Netzebenenabstand a/+/2 einzusetzen ist.

Bragg-Reflexion mit Mikrowellen

Das Phanomen der Bragg-Reflexion ldsst sich statt mit Rontgen-Strahlung an
einem natiirlichen Kristall mit Netzebenenabstand von einigen A anschaulicher
mit Mikrowellenstrahlung an einem kiinstlichen Kristall mit einigen cm Netze-
benenabstand demonstrieren (siehe Abb. 3.12). Eingebettet in Schaumstoff, der
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Abb. 3.12: Demonstration der
Bragg-Reflexion mit Mikro-
wellen. Auf die einzelnen Be-
standteile des Versuchaufbaus
wird im Text eingegangen.

Sender Empfanger

Beugungswinkel: 11 = 23.5°

die Mikrowellen nicht streut, sind 53 Aluminiumkugeln von 1.25 cm Durchmes-
ser. Sie bilden ein einfaches kubisches Gitter mit der Gitterkonstanten a = 4 cm.
Ein Klystron-Oszillator sendet eine elektromagnetische Welle von 3.2 cm Wel-
lenlénge aus, die durch eine Kunststofflinse in eine ebene Welle umgewandelt
wird, die dann auf das Kristallmodell einfallt.

Die skizzierte Stellung von Sender, Kristallmodell und Empfanger entspricht
der Bragg-Bedingung fiir n =1 und a = 4 cm

- A 3.2 cm
sintyy = — =
! 2a 2-4cm

= 0.4 = 9 = 23.5° (3.17)

Auch die Bragg-Reflexion an den Diagonalebenen des kubischen Gitters lésst
sich in diesem Modell demonstrieren
A ~ 32cm- V2

ind; = = =0.57 = ¥, = 34.5°. 3.18

3.5 Messung des Spektrums einer Rontgen-Rohre

Wir betrachten nun die Messung des Spektrums einer Rontgen-Rohre. Zur Mes-
sung dient ein sogenanntes Bragg-Spektrometer (sieche Abb. 3.13). Aus dem
Strahlungsfeld einer Réntgen-Rohre mit Molybdén-Anode wird durch zwei Spal-
te ein anndhernd paralleles Strahlenbiindel ausgeblendet und an einem NaCl-
Kristall (einfach kubisches Gitter mit a = 2.81 A) Bragg reflektiert. Als Detek-
tor wird ein Geiger-Zdhler verwendet. Er spricht auf die einfallenden Rontgen-
Lichtquanten an. Die Intensitdt der Strahlung ist proportional zur Z&hlrate,
d.h. zur Anzahl der Quanten, die in einem bestimmten Zeitintervall registriert
werden.

Zur Aufnahme des Intensitidtsspektrums der Rontgen-Rohre wird der Kris-
tall langsam gedreht. Die Bewegung des Geigerzéhlers ist mit derjenigen des
Kristalls so gekoppelt, dass die erste Bragg-Bedingung immer erfiillt ist. Bei
gleichzeitiger Erfiillung der zweiten Bragg-Bedingung wird die Intensitét der an
der Schar der Netzebenen mit dem Abstand a = 2.81 A gestreuten Strahlung
detektiert.

Abb. 3.14 zeigt die Skizze einer Messung der Zahlrate als Funktion des Refle-
xionswinkels fiir verschiedene Beschleunigungsspannungen (20, 30 und 50 kV),
wie sie mit dem Aufbau aus Abb. 3.13 gemessen wird.
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Rontgen-Rohre Detektor

—/—@‘;___ Gluhkathode N
Spalte —
e S
8' Abb. 3.13: Bragg-Spektrome-

ter: Experimenteller Aufbau

et V\ zur Bestimmung des Spek-
NaCl-Kristall

trums einer Rontgen-Rohre.
Auf die einzelnen Bestandtei-

N le des Versuchaufbaus wird im
Molybdan-Anode Text eingegangen.

Bei 20kV beobachten wir ein kontinuierliches Spektrum, welches bei klei-
nen Winkeln 9 ~ 6° abbricht. Bei hoheren Beschleunigungsspannungen (30kV,
50kV) steigt die Intensitit des Spektrums und der Winkel bei dem die Verteilung
abbricht erniedrigt sich. Dieses Abbrechen des Spektrums bei einer minimalen
Wellenldnge Apin bzw. maximalen Frequenz vy ax steht klar im Widerspruch zur
klassischen Betrachtung (siche Abschnitt 3.1). Zusétzlich treten bei ausreichend
hohen Spannungen diskrete Linien im Spektrum auf, deren Position nicht von
der Beschleunigungsspannung abhangt.

Wenn die kiirzeste Wellenldnge A, der von der Rontgen-Rohre erzeug-
ten Strahlung deutlich kleiner ist als der Netzebenenabstand a des Kristalls,
dann wird die Bragg-Bedingung nicht nur in erster Ordnung (n = 1) sondern
auch in hoheren Ordnungen (n > 1) erfiillt. Dadurch zeigen sich im Spektrum
bei grosseren Beugungswinkeln Repliken der diskreten Spektrallinien und die
Gesamtintensitét steigt an. Bei einer Winkeleinstellung ¢ wird nicht nur die
Wellenlénge A\ = 2a sin® reflektiert, sondern auch die Wellenldngen A\/2, A/3,
A/4, ..., sofern sie im Spektrum der Rontgen-Rohre vorkommen. Nur wenn das
Spektrum der Rohre so beschaffen ist, dass der Kristall nur in der ersten Ord-
nung (n = 1) reflektiert, wiirde bei jeder Winkelstellung 9 nur Strahlung einer
einzigen Wellenldnge A = 2a sin¥ in den Detektor gelangen und die Zahlrate
ergibe ein direktes Abbild des Intensitdtsspektrums. Eine grobe Zerlegung in

o)
s
<

N Abb. 3.14: Das Spektrum ei-

ner Rontgen-Rohre: Skizze ei-

ner Messung der Zahlrate als

Funktion des Reflexionswin-

kels fiir Beschleunigungsspan-

0 nungen von 20, 30 und 50 kV.
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die Ordnungen n = 1, 2 und 3 fiir die 50 kV Messung ist in Abb. 3.15 skizziert.

Die experimentellen Spektren brechen bei einer Grenzfrequenz vmax, die in-
nerhalb der Messgenauigkeit der Messapparatur proportional zur Beschleuni-
gungsspannung U ist, scharf ab. Der Proportionalitdtsfaktor hdngt nicht vom
Anodenmaterial ab. Ganz offensichtlich besteht hier ein Zusammenhang mit der
Einsteinschen Interpretation des Photoeffekts. Mit dieser quantenmechanischen
Interpretation beschéftigen wir uns im néchsten Abschnitt.

Die dem kontinuierlichen Spektrum iiberlagerten Linien treten bei einer Mo-
Anode nur auf, wenn die Beschleunigungsspannung 20 kV {iberschreitet. Thre
Wellenléingen und die Schwellenspannung’ héngen nur vom Anodenmaterial ab.

3.6 Quantenmechanik des Inversen Photoeffekts

Trégt man die Beschleunigungsspannung U als Funktion der bei einer Rontgen-
Rohre gemessenen Grenzfrequenz vy auf, so ergibt sich ein linearer Zusam-
menhang (siehe Abb. 3.16). Die Gleichung der Geraden ist gegeben durch

hvmax = eU + W, (3.19)

wobei die Steigung wie beim Photoeffekt durch das Plancksche Wirkungsquan-
tum h und die Elektronenladung e bestimmt ist. Die Austrittsarbeit W ist von
der Grossenordnung von 1 eV und kann in diesem Experiment gegeniiber el
(Gréssenordnung 10% eV) vernachlissigt werden.

Die Interpretation der Gleichung ist folgende:

- Die maximale Frequenz vy, der elektromagnetischen Strahlung, die beim
Abbremsen eines geladenen Teilchens der kinetischen Energie Ey;, entste-
hen kann, ist gegeben durch die Energie hvyax = Fiin.

- Wenn wir den Begriff des Photons verwenden, ldsst sich die Interpreta-
tion auch folgendermassen formulieren: Das energiereichste Photon, das

Zahlrate

Abb. 3.15: Das Spektrum
einer Rontgen-Rohre: Skiz-
ze einer Messung der Zihl-
(n=1) rate als Funktion der Wel-
(n=2) lenlénge fiir eine Beschleu-

0.25 0.6IS OI.71

, : . (n = 3) nigungsspannung von 50 kV
0.25 0.63 0.71 mit der Zerlegung in die
Wellenlange A (A) Ordnungen n = 1, 2 und 3.

"Als Schwellenspannung wird die kleinstmégliche Beschleunigungsspannung bezeichnet, bei
der die Spektrallinien gerade noch sichtbar sind.
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U (kV)
+40
T30
120
T10

. . . . . Abb. 3.16: Die Beschleunigungsspannung

0 02 04 06 08 1.0 U zeigt eine lineare Abhéngigkeit von der

Vmax (10" Hz) Grenzfrequenz v ..

beim Abbremsen eines geladenen Teilchens der kinetischen Energie Fii,
entstehen kann, hat die Energie hvypax = Fkin.

Das Bremsstrahlungsexperiment zeigt also in Ubereinstimmung mit dem
Photoeffekt, dass die Energie eines Lichtquants hv betrigt. Offenbar gilt diese
Beziehung in einem sehr grossen Energiebereich. Die Existenz der Grenzfre-
quenz vpmax zeigt, dass das einfallende Elektron seine ganze kinetische Energie
zur Erzeugung eines Photons aufwenden kann.

Das sich an die Grenzfrequenz anschliessende kontinuierliche Spektrum ist
andererseits ein Indiz dafiir, dass im Allgemeinen nur ein Bruchteil der ki-
netischen Energie zur Erzeugung des Photons dient und dass dieser beliebig
sein kann. Dies ist auch plausibel aus der klassischen Betrachtung (siehe Ab-
schnitt 3.1). Tatséchlich liefert die klassische Theorie eine gute Approximation
fiir den langwelligen Teil des Bremsspektrums, wenn man die Absorption der
Strahlung im Anodenmaterial als bekannt voraussetzt.

Wir haben gesehen, das dem kontinuierlichen Spektrum der Rontgen-Rohre
(siehe Abb. 3.15) Spektrallinien {iberlagert sind. Dieses Linienspektrum ist fiir
das verwendete Anodenmaterial charakteristisch und ldsst sich akkurat nur un-
ter Betrachtung der quantenmechanischen Eigenschaften der Atome des An-
odenmaterials verstehen.

Das einfallende Elektron schldgt aus einer inneren gefiillten Elektronenschale
eines Atoms der Anode ein Elektron heraus. Durch den Ubergang eines Elek-
trons aus einer weiter aussen liegenden Schale in das Loch der nun freien inne-
ren Schale wird ein Photon mit einer chrakteristischen Energie hv emittiert. In
Abb. 3.15 entspricht die mit K, bezeichnete Linie (A = 0.71 A) dem Ubergang
eines Elektrons der L-Schale in ein Loch in der K-Schale. Die mit K3 bezeichnete
Linie (A = 0.63 A) dem Ubergang eines Elektrons aus der M-Schale in ein Loch
der K-Schale. Hierbei sind die K-, L- und M-Schalen durch die diskreten Bin-
dungsenergien der Elektronen im Atom bestimmt. Um ein Loch in der K-Schale
des Molybdéns zu erzeugen, muss die Energie des einfallenden Elektrons 20 kV
iibersteigen. Dies erklart warum die Spektrallinien bei diesem Experiment erst
fiir die hoheren Beschleunigunsspannungen (30 und 50 kV) zu beobachten sind.
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3.7 Zusammenfassung

- Unter dem inversen Photoeffekt, auch Bremsstrahlung genannt, versteht
man die Emission von elektromagnetischer Strahlung, welche durch die
Abbremsung von Elektronen an einer Metalloberfliche entsteht.

- Ein einfaches klassisches Modell ergibt sich, indem der zeitliche Verlauf
—Z(t) des Bremsvorgangs durch eine Glockenkurve angenommen wird.
Wird zusétzlich die Absorption im Metall berticksichtigt, liefert dieses ein-
fache Modell eine gute Ndherung des Bremsspektrums, zumindest fiir den
langwelligen Teil.

- Der inverse Photoeffekt eignet sich sehr gut zur Erzeugung von Réntgen-
Strahlung, d.h. elektromagnetische Strahlung mit Wellenldngen zwischen
1078 und 10~'? m. Rontgen-Strahlung findet breite Anwendung in der
Medizin und in der Festkorperphysik.

- Zur Erzeugung von Rontgen-Strahlung dienen Rontgen-Rohren: Freie Elek-
tronen, erzeugt mittels thermoelektrischem Effekt, werden auf 1 - 100 keV
beschleunigt und anschliessend abgebremst.

- Zur Wellenldngenmessung dienen in der Festkorperphysik kiinstliche und
natiirliche Beugungsgitter. Welche Art von Gitter eingesetzt wird, hingt
von der Wellenldnge A der zu untersuchenden Strahlung ab, die etwa in
der Gréssenordnung der Gitterkonstante a liegen muss, da ansonsten keine
Beugungsphidnomene beobachtet werden koénnen. Zur Untersuchung von
Rontgen-Strahlung dienen deshalb natiirliche Beugungsgitter. Bei einfach
kubischen Gittern treten Interferenzmaxima unter den beiden Bragg-Be-

dingungen
9 =9r =19, (3.20)
nA
$in Ypax = — 21
sin % (3.21)

auf. Bei bekannter Wellenldnge \ lésst sich diese Methode umkehren und
zur Bestimmung der Gitterkonstante a von natiirlichen Kristallen heran-
ziehen.

- Die quantenmechanische Interpretation ergibt sich aus der Betrachtung
der Beschleunigungsspannung U als Funktion der bei einer Rontgen-Rohre
gemessenen Grenzfrequenz vpmayx. Der Zusammenhang dieser beiden Gros-
sen wird durch folgende Gleichung beschrieben

hvmax = eU(+W), (3.22)

wobei die Austrittsarbeit W gegeniiber eU vernachléssigt werden kann
und die Steigung wie beim Photoeffekt durch das Plancksche Wirkungs-
quantum h und die Elektronenladung e bestimmt ist. Das bedeutet, dass
die maximale Frequenz vy, der elektromagnetischen Strahlung, die beim
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Abbremsen eines geladenen Teilchens der kinetischen Energie Ey;, entste-
hen kann, gegeben ist durch die Energie hvmax = Eiin. Oder in anderen
Worten: Das energiereichste Photon, das beim Abbremsen eines gelade-
nen Teilchens der kinetischen Energie Ey;, entstehen kann, hat die Energie
hvmax = Eiin. Das Bremsstrahlungsexperiment zeigt also in Ubereinstim-
mung mit dem Photoeffekt, dass die Energie eines Lichtquants hv betragt.



Kapitel 4

Der Impuls des Photons

Wir haben bisher erste Teilcheneigenschaften von Licht kennengelernt, indem
wir die Quantisierung der Energie des Lichts betrachtet haben. Wir untersuchen
nun Situationen, in denen man nachweisen kann, dass Licht auch einen Impuls
tragt oder, anders ausgedriickt, dass Photonen ebenfalls einen Impuls besitzen.

In Abschnitt 4.1 werden wir als erstes eine (klassische) Berechnung durchfiih-
ren, die zeigt, dass eine elektromagnetische Welle bei der Reflexion an einem
Spiegel einen Druck, den sogenannten Strahlungsdruck, auf diesen ausiibt. Dies
wird uns einen ersten Hinweis auf den Impuls von Photonen geben. Der histo-
rische Weg zum Ausdruck fiir den Impuls des Photons fithrte jedoch nicht iiber
diese Berechnung, sondern iiber ein von Arthur Holly Compton um 1922 durch-
gefiihrtes Experiment. Auf den von ihm beobachteten Effekt, den sogenannten
Compton-Effekt, gehen wir dann anschliessend im Abschnitt 4.2 ein. Die Beob-
achtung des Compton-Effekts lieferte den ersten experimentellen Nachweis des
Impulses eines Photons.

4.1 Der Strahlungsdruck

Wir berechnen den Strahlungsdruck, der eine elektromagnetische Welle bei der
Absorption an einer ebenen Platte auf diese ausiibt (siche Abb. 4.1).

FEine elektromagnetische ebene Welle mit elektrischer Feldstarke E und ma-

Elektron
y
einfallende X
ebene Welle |E /

— F, Abb. 4.1: Grafische Darstellung einer
> Z  elektromagnetischen Welle mit elektri-
B v scher Feldstdrke E und magnetischer
Flussdichte B deren Wechselwirkung
mit den Elektronen einer leitenden Plat-

te zu einer Kraft F,, fihrt.

93
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gnetischer Flussdichte B

E = By sin(wt) (4.1)
B = —By sin(wt) (4.2)

trifft bei z = 0 auf eine Platte. Als erstes berechnen wir den Impulsiibertrag von
der elektromagnetischen Welle auf ein Elektron im absorbierenden Material.
Auf das Elektron in der Platte wirkt eine elektrische Kraft

B =qE = —¢E = —eFy sin(wt) | . (4.3)

Neben dieser Kraft erfihrt das Elektron eine Dampfung im Material, welche
durch die sogenannte Beweglichkeit oder Mobilitdt . charakterisiert wird. Im
Gleichgewicht zwischen F und Dampfung ist die sogenannte Driftgeschwindig-
keit ¥p mit der sich die Elektronen durch das Material bewegen beschrieben
durch die folgende Gleichung

0
Up = peﬁE = e | —eEy sin(wt) | . (4.4)
0

Wir nehmen nun an, dass die Zeit, in der dieses Gleichgewicht hergestellt wird,
viel kiirzer ist als die Periode mit der die elektromagnetische Feldstéarke oszilliert.
Wir erhalten unter dieser Annahme fiir die Elektronen im Mittel einen Betrag
der Driftgeschwindigkeit von

v}y = —peeEy (4.5)

mit der sich das Elektron entlang der negativen y-Richtung bewegt. Diese Mit-
telung bzw. Vernachladssigung der Feldstarkeoszillationen behalten wir fiir die
nachfolgenden Berechnungen bei. Demzufolge sind alle nachfolgenden Gréssen
unter dieser Mittelung zu betrachten. Einfachheitshalber werden wir den Mit-
telungsstrich jeweils weglassen.

Neben der elektrischen Kraft wirkt auch eine magnetische Kraft, die von der
magnetischen Flussdichte herriihrt, auf das Elektron

0 — By 0
Fg=—e(lpxB)=—c|v)| x| 0 |=—| 0 |. (4.6)
0 0 U%BX

Das Elektron spiirt also eine zusétzliche Kraft entlang der positiven z-Richtung
(v < 0). Dieser Term ist fiir den Strahlungsdruck verantwortlich. Mit (4.5) und
der Beziehung B = E/c erhalten wir daraus

2L E?
F:é — —ev%BX — 62M6EyBX _ /J;e y . (4.7)

C
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Mit der Beziehung

= dp
F=x 4.8
o (4.8)

zwischen einer Kraft F' und dem Impuls p ergibt sich folgende Gleichung

dp, 6Q,UeEQ
Ft = A z (4.9)

Fiir die Arbeit pro Zeiteinheit dW/dt, die vom elektrischen Feld am Elektron
geleistet wird, erhalten wir mit (4.9)

aw 5 _, ~ -
E:F-ﬁD:(FE—FFB)-E'D:FE-Q?D:F%-U%

dp,
dt -
Integration liefert schliesslich fiir den Impulsiibertrag p, einer elektromagneti-
schen Welle auf ein Elektron der ebenen Platte

w

= (—eEy)(—eucEy) = eQMQE}Q, =c (4.10)

d.h. bei der Absorption einer elektromagnetischen Welle in einem Material, wird
auf dieses ein Impuls iibertragen. Die Grosse des Impulsiibertrags ist bestimmt
durch die Arbeit W, die von der elektromagnetischen Welle am Material ver-
richtet wird und durch die Lichtgeschwindigkeit c.

Betrachtet man anstelle von Absorption in der Platte den Fall der Reflexion
der Strahlung, so ergibt sich einen zusétzlichen Impulsiibertrag des gleichen
Betrags auf die interagierende Fliche, d.h. bei der Reflexion an einem Spiegel
ergibt sich eine Impulsiibertrag pf; von:

2w

g = . 4.12
Pr - ( )

In den letzten Kapiteln haben wir gesehen, dass wir Licht als Strom von
Teilchen (Photonen) betrachten kénnen. Wenn man den Impulsiibertrag bei der
Reflexion einer elektromagnetischen Welle an einem Spiegel mit dieser Vorstel-
lung von Photonen interpretieren will, muss man annehmen, dass diese einen
Impuls haben und wie Teilchen elastisch vom Spiegel reflektiert werden. In die-
sem Fall wechselt die Komponente des Photonenimpulses, die senkrecht zum
Spiegel steht, ihr Vorzeichen und tibertrégt dabei doppelt so viel Impuls wie bei
der Absorption.

Den Impuls eines Photons p,, erhalten wir aus der Energie W einer elektro-
magnetischen Welle, die einem ganzzahligen Vielfachen der Energie E, = hv
eines Photons entspricht

W = nhv. (4.13)
Einsetzen in (4.12) liefert
, 2nhv
Ph = (4.14)

Somit erhalten wir folgendes Resultat
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Ein Photon besitzt den Impuls

h
by = 71/ (4.15)

Zwischen Impuls p, und Energie E, des Photons gilt der folgende Zusammen-
hang

E, = cp,. (4.16)

Zum Abschluss dieser Betrachtungen kommen wir nochmals auf den Begriff
des Strahlungsdrucks zuriick und geben eine Formel fiir diesen an. Wir betrach-
ten den Fall der Absorption. Den Strahlungsdruck p, der auf die Spiegelflache
A wirkt, kdnnen wir folgendermassen ausdriicken

F;  1dp, 1dw T
pu— = — = —— == — 4.17
A  Adt Acdt ¢’ (4.17)

wobei I der Strahlungsintensitét entspricht, die vom Spiegel absorbiert wird.

4.2 Der Compton-Effekt

Wie zu Beginn erwéhnt, fiihrte der historische Weg zum Ausdruck fiir den Im-
puls eines Photons nicht iiber die in Abschnitt 4.1 durchgefiihrte Berechnung,
sondern iiber ein Experiment, welches Compton um etwa 1922 durchfiihrte!.

4.2.1 Das Experiment von Compton

Compton liess die Strahlung einer Réntgen-Rohre mit einer Molybdén-Anode
(siehe Abschnitt 3.2.1) direkt auf ein Stiick Graphit? fallen (sieche Abb. 4.2).
Anschliessend analysierte er das Spektrum der unter einem Winkel von 90°
gestreuten Strahlung mit einem Bragg-Spektrometer (siehe Abschnitt 3.5) und
verglich es mit dem Spektrum der einfallenden Strahlung. Als Spektrometerkris-
tall verwendete er Kalzit (CaCO3) und als Detektor eine Ionisationskammer?.

In Abb. 4.3 ist das Messergebnis des historischen Experiments von Compton
dargestellt, welches 1923 im Phyiscal Review publiziert wurde. Die gestrichelte
Linie zeigt das gemessene Spektrum von Molybdan. Die durchgezogene Linie

'Fiir die damit verbundene Entdeckung des Compton-Effekts erhielt Compton 1927 den No-
belpreis in Physik.

2@raphit ist eine der natiirlichen Erscheinungsformen des chemischen Elements Kohlenstoff in
Reinform.

Eine Ionisationskammer ist ein Strahlungsdetektor und besteht im wesentlichen aus einer
Kammer, in der sich ein Kondensator und ein Fiillgas befinden. Zwischen der Anode und
der Kathode des Kondensators wird eine Hochspannung angelegt. Tritt nun Strahlung in
die Ionisationskammer ein, kommt es zur Wechselwirkung mit dem Fiillgas, welches dadurch
ionisiert wird. Aufgrund der Hochspannung driften die getrennten Ladungen (Elektronen und
positiv geladene Ionen) zu den Kondensatorplatten und ein Entladungsstrom kann gemessen
werden.
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Streukorper .
(Graphit) Kalzit

N\

Abb. 4.2: Aufbau zur Messung
des Compton-Effekts bestehend
aus einer Rontgen-Rohre als
Photonenquelle und einem Bragg-
Spektrometer zur Detektion des
lonisationskammer gestreuten Spektrums.

zeigt, das Spektrum von Molybdédn nachdem es unter einem Winkel von 90° an
Graphit gestreut wurde.

Man erkennt das kontinuierliche Bremsspektrum und die beiden dominanten
Spektrallinien K, und Kpg. Die beiden Spektren stimmen von der Form her im
Wesentlichen iiberein. Jedoch ergibt sich das folgende wesentliche Ergebnis:

Das Spektrum der gestreuten Strahlung ist gegeniiber dem Spektrum der di-
rekten (ungestreuten) Strahlung zu lingeren Wellenldngen verschoben. Diese
Wellenléangenverschiebung wird Compton- Verschiebung genannt.

Was Compton beobachtete, konnte also - im Gegensatz zur Streuung, die
der Bragg-Reflexion am Spektrometerkristall zugrunde liegt - nicht kohérente
Streuung sein. Offensichtlich gibt es noch andere Streuprozesse.

Compton interpretierte das Messresultat wie folgt:

Ein einfallendes Photon mit der Energie hv und dem Impuls hv/c stosst elastisch
mit einem Elektron des Streukorpers zusammen. Dabei verliert es einen Teil
seiner Energie und seines Impulses. Die Impulse und Energien der betrachteten
Teilchen lassen sich durch Betrachtung der Energie- und Impulserhaltung das
Gesamtsystems bestimmen.

Bevor wir uns mit der Berechnung dieser Wellenlangenverschiebung (Compton-
Verschiebung) befassen, betrachten wir zuerst noch ein weiteres moderneres Ex-

E B prtaary Xixage. trom Wos
§ S xlrays sbattered at
& 800 by grapmite.
-] Wave-length of EKa line:
E it Ef.;t?f;go .
é 2o = Ag = 0.022 R (expt)
A B = 2o = fmo )
oreae R eneory) Abb. 4.3: Direkt gemessenes Bragg-
y Spektrum einer Rontgen-Rohre (ge-
s . . .
¢ strichelte Linie) und nach der Streu-
ung an Graphit (durchgezogene Li-
2 . ..
oo o o o L T ™ %=  nie). Originaldaten von Compton
o 1 & 3 & 65 6 v 9 14 15°

aummln%glaigrmliua?u —_ von 1922 publiziert 1923 [ ]
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periment zum Compton-Effekt, bei dem deutlich gréssere Verschiebungen der
Wellenldngen beobachtet werden konnen.

4.2.2 Compton-Effekt mit Gammastrahlung

Als Quelle dient in diesem Experiment (siehe Abb. 4.4) eine '37Cs-Quelle. Die
ausgesendeten hochenergetischen Photonen (Gammastrahlen), die bei einem ra-
dioaktiven Zerfall entstehen, werden auf einen diinnen Kupfer-Stab gerichtet,
wo ein Teil der Photonen an Elektronen elastisch gestreut wird. Die unter ei-
nem Winkel ¢ gestreuten Photonen werden mit einem Szintillationszéhler be-
stehend aus einem Nal-Kristall mit nachfolgendem Photomultiplier* energieauf-
gelost nachgewiesen.

Das Resultat der Messung ist in Abb. 4.5 in einem sogenannten Polardia-
gramm dargestellt. Jedem Streuwinkel ¢ ist das Verhéltnis zwischen der Photo-
nenenergie beim entsprechenden Streuwinkel A’ und der Photonenenergie der
direkten Strahlung hv durch den jeweiligen Abstand der Messkurve zum Null-
punkt zugeordnet.

Das erhaltene Resultat bestitigt das Ergebnis der historischen Messung (sie-
he Abschnitt 4.2.1): Die Frequenz (Wellenlédnge) der gestreuten Strahlung ist
gegeniiber der direkten Strahlung verschoben. Eine weitere Erkenntnis ist, dass
das Maximum des unter ¢ = 0 gemessenen Spektrums bei der gleichen Fre-
quenz (Wellenlénge) auftritt wie das Maximum beim Spektrum der direkten
Strahlung.

Verfeinerte Experimente zeigen, dass im Streuspektrum nicht nur bei der
verschobenen Wellenlédnge N ein Maximum zu beobachten ist, sondern auch bei
der Wellenlénge A der direkten Strahlung. Auf die Erklarung dieser Beobach-
tung und die Berechnung der Compton-Verschiebung gehen wir im néchsten
Abschnitt genauer ein.

4.2.3 Berechnung der Compton-Verschiebung

Zur Berechnung der Compton-Verschiebung gehen wir von Comptons Interpre-
tation (siehe Abschnitt 4.2.1) aus. Ein einfallendes Photon mit der Energie hv

Photomultiplier

—

Nal-Kristall —___ [ 45°

Abb. 4.4: Versuchsanordnung zur Mes-

¥7Cs-Quelle
'-. sung des Compton-Effekts mit Gamma-
O “0° strahlung aus einer '37Cs-Quelle. Als De-
e ™~ Cu-Stab tektor dient ein Szintillationszéhler.

4Ein Photomultiplier besteht aus einer Photokathode und einem nachgeschalteten Sekundér-
elektronenvervielfacher. Die Funktionsweise ist analog zu dem in Abschnitt 2.3 beschriebenen
Photonenzéahler.



4.2. DER COMPTON-EFFEKT

1.0 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1.0 pp
[ : hv
150\ N\ S~ 30°
Messkurve
120° 60°
90° Y
(ge: hv' 1
76.8°: hy =2

99

Abb. 4.5: Verhaltnis der
gestreuten  Photonen-
energie zur einfallenden
Energie in Abhéngig-
keit vom Streuwinkel
dargestellt in einem
Polardiagramm.

und dem Impuls hv/c stosst elastisch mit einem Elektron des Streukorpers zu-
sammen (siehe Abb. 4.6). Dabei gilt fiir das Gesamtsystem aus Photon und
Elektron Energie- und Impulserhaltung. Wir nehmen an, dass das vom Photon

angestossene Elektron ungebunden ist und urspriinglich

in Ruhe war. Dies ist in

guter Ndherung in einem Metall erfiillt, da die Leitungselektronen im Vergleich
zur Energie der einfallenden Photonen nur schwach gebunden sind und einen

kleinen Impuls tragen.
Aus der Energieerhaltung ergibt sich

2 _ / JmEA T 2
\hK/ + me hv + vm?ct +pic2 . (4.18)
Energie des Ruheenergie Energie des Energie
einfallenden des Elektrons gestreuten des Elektrons
Photons Photons nach dem Stoss
Aus der Impulserhaltung erhalten wir
p + 0 = p ! + D 4.19
I L Z Pe (4.19)
Impuls des Impuls Impuls des Impuls
einfallenden des Elektrons gestreuten des Elektrons
Photons vor dem Stoss Photons nach dem Stoss
mit
hv h ' h
= = yndyp = — = — 4.20
P 5, und p I\ (4.20)
gestreutes
einfallendes Photon
Photon mc?2
AVAVAVAVAVAN
hr\)/ gestreutes
~~ Elektron
ruhendes \
Elektron Pe Abb. 4.6: Diagramm zur Energie- und

\mz2c* + Pe2C?

Impulserhaltung beim Compton-Effekt.
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Aus (4.18) erhalten wir durch Quadrieren
(hv — v/ 4+ mc?)? = m?ct + p2c?. (4.21)
Division durch ¢? ergibt
1
= — (hv —hv' + mc?)? — m2c?
c
= (p—p' +me)? —m?c

=p? +p? +m2 — 2pp’ + 2pme — 2p'me — m2c?

= p? 4+ p'* — 2pp’ + 2pme — 2p'me. (4.22)
Aus (4.19) erhalten wir

— — SN2 — ——s
@)= E-7")" =@+ @) 200" =p>+p? —2pp/cosp,  (4.23)

wobei ¢ den Winkel zwischen p und p'’ bezeichnet.
Gleichsetzen von (4.22) und (4.23) ergibt

P+ p? = 2pp cos = p? + p? — 2pp’ + 2pme — 2p'me. (4.24)

Kiirzen und Einsetzen von (4.20) liefert nach einigen Umformungen fiir die
Compton-Verschiebung

h
N == m_c(l —Cos ). (4.25)

Bemerkungen:

- Ae = % = 2.426 - 1072 m wird Compton- Wellenlinge des Elektrons ge-
nannt. Diese Compton-Wellenlédnge des Elektrons entspricht der Compton-
Verschiebung bei ¢ = 90°. Sie hdngt nur von der Masse des Streupartners

des Photons und von Naturkonstanten ab.

- Die Compton-Verschiebung ist unabhangig von der Wellenldnge der ein-
fallenden Strahlung. Die Compton-Verschiebung &dussert sich also umso
stiarker, je kleiner die Wellenldnge der einfallenden Strahlung ist. Daher
ist der Compton-Effekt auch kaum messbar fiir sichtbares Licht, jedoch
wird der Effekt gross fiir Rontgen- oder Gammastrahlung.

4.2.4 Compton-Streuung und kohirente Streuung

Wie im Abschnitt 4.2.2 erwéhnt, beobachtet man bei verfeinerten Experimen-
ten im Streuspektrum ein Maximum nicht nur bei der verschobenen Wellenléange
X, sondern auch bei der Wellenldnge A\ der direkten Strahlung. D.h. es findet
neben der Compton-Streuung auch kohédrente Streuung statt. Dies ist darauf
zuriickzufiihren, dass die Elektronen im Streukdrper unterschiedlich stark ge-
bunden sind oder genauer gesagt: Der Streukorper enthélt verschiedene Typen
von Elektronen:
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- Quasifreie Elektronen (Leitungselektronen),
- schwach gebundene Elektronen (in den &usseren Schalen der Atome),
- stark gebundene Elektronen (in den inneren Schalen der Atome).

Ist nun das vom Photon angestossene Elektron so stark an ein Atom gebunden,
dass die Energie, die ihm das Photon iibertragt, nicht reicht, um es aus dem
Atom zu reissen, findet keine Compton-Streuung, sondern im Wesentlichen ko-
hérente Streuung statt. Oder in anderen Worten: Je grosser die Zahl der stark
gebundenen Elektronen gegeniiber der Zahl der schwach gebundenen Elektro-
nen, desto dominanter die kohdrente Streuung gegeniiber der Compton-Streuung
und umgekehrt.

Genauere Untersuchungen zeigen, dass man fiir das Verhéltnis der Intensitét
der verschobenen Strahlung (Compton-Streuung) zur Intensitit der unverscho-
benen Strahlung (kohérente Streuung) folgende Regel findet: Das Verhéltnis
nimmt zu mit

a) abnehmendem Atomgewicht des Streukorpers,
b) abnehmender Wellenldnge der einfallenden Strahlung,
c¢) zunehmendem Streuwinkel.
Qualitativ lassen sich diese drei Beobachtungen folgendermassen erkléren:

a) Je kleiner das Atomgewicht ist, umso grosser ist der Bruchteil der Zahl
der Elektronen, die schwach gebunden sind und beim Zusammenstoss als
frei betrachtet werden konnen.

b) Je hoher die Wellenldnge und damit auch die Energie des einfallenden
Photons ist, umso eher kann das gestossene Elektron als frei gelten.

c) Je grosser der Streuwinkel ist, umso grosser ist die auf das Elektron iiber-
tragene Energie und umso eher kann die Bindung vernachlassigt werden.

4.2.5 Unterschied zwischen Photoeffekt und Compton-Effekt

Beim Compton-Effekt fithrt ein Photon einen vollelastischen Stoss mit einem
quasifreien Elektron durch. Dabei gibt es einen Teil seiner Energie an das Elek-
tron ab. Das gestreute Photon hat nach dem Stoss eine geringere Energie und
damit auch geringere Frequenz als vor dem Stoss. Im Gegensatz dazu gibt beim
Photoeffekt (siche Kapitel 2) ein Photon seine ganze Energie an ein Elektron
ab und verschwindet dabei. Der Impuls des Gesamtsystems aus Photon und
Elektron kann unter diesen Umsténden nicht erhalten bleiben und es muss dem-
zufolge ein dritter Stosspartner (meist ein Atomkern) vorhanden sein, auf den
ein Impuls tibertragen werden kann. Der Photoeffekt kann nur bei gebundenen
Elektronen auftreten.
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4.3 Zusammenfassung

- Trifft eine elektromagnetische Welle auf einen Spiegel und wird von die-
sem absorbiert oder an ihm reflektiert, so iibt die Welle auf den Spiegel
einen Druck aus, den sogenannten Strahlungsdruck. Bei der Absorption
entspricht der Strahlungsdruck der Energiedichte der elektromagnetischen
Welle. Bei der Reflexion erhalten wir den doppelten Wert.

Mit dem Strahlungsdruck ist ein Impulsiibertrag von der elektromagne-
tischen Welle an den Spiegel verbunden, was zur Erkenntnis fiihrt, dass
Lichtteilchen (Photonen) einen Impuls besitzen, welcher gegeben ist durch

hv
= —. 4.2
P . (4.26)

Zwischen dem Impuls p, und der Energie F,, = hv des Photons gilt der
folgende Zusammenhang

E, =cp,. (4.27)

- Bei der Streuung von Licht an einem Streukérper (z.B. Graphit oder Kup-
fer) erkennt man, dass das Spektrum der gestreuten Strahlung gegeniiber
der direkten (ungestreuten) Strahlung zu langeren Wellenldngen verscho-
ben ist. Dieses Phénomen hat Arthur Holly Compton um 1922 entdeckt
und wird deshalb Compton-Effekt genannt. Nach Compton riihrte die auf-
tretende Wellenlangenverschiebung (Compton-Verschiebung) daher, dass
ein einfallendes Photon mit der Energie hv und dem Impuls hr/c elastisch
mit einem Elektron des Steukorpers zusammenstosst und dabei einen Teil
seiner Energie und seines Impulses verliert. Historisch gesehen war die
Beobachtung des Compton-Effekts der erste experimentelle Nachweis des
Impulses eines Photons. Mit Hilfe der Energie- und Impulserhaltung ergibt
sich fiir die Compton-Verschiebung

h
N—A=—(1- 4.2
(1 - cosip), (428)
wobei A die einfallende und )\ die gestreute Wellenlénge, m die Elektro-
nenmasse und ¢ den Streuwinkel bezeichnen.

- Beim Compton-Effekt erfolgt ein vollelastischer Stoss zwischen einem Pho-
ton und einem quasifreien Elektron. Im Vergleich dazu gibt beim Photo-
effekt ein Photon seine ganze Energie an ein gebundenes Elektron ab und
verschwindet dabei. Aufgrund der Impulserhaltung muss demzufolge auch
ein dritter Stosspartner (meist ein Atomkern) vorhanden sein.



Kapitel 5

Warmestrahlung

Jeder Korper bei einer endlichen Temperatur T emittiert elektromagnetische
Strahlung. Typische Beispiele dafiir sind heisse Korper, bei einigen 1000 K, wie
die Sonne oder die Glithwendel einer Gliihbirne, die Strahlung im sichtbaren
Frequenzbereich emittieren. Aber auch kéltere Objekte emittieren Strahlung:
Zum Beispiel bei Raumtemperatur (300 K) vornehmlich Infrarotstrahlung oder
nahe dem absoluten Nullpunkt der Temperaturskala (~ 4 K) Mikrowellenstrah-
lung. Daher spielt die allgegenwértige thermische Strahlung eine wichtige Rolle
in Wissenschaft und Technik.

Die elektromagnetische Strahlung entsteht dabei durch thermisch angeregte
Schwingungen von Ladungen (Elektronen, Atomkerne, Ionen) im betrachteten
Korper. In einem Festkorper sind die Schwingungen der vielen Freiheitsgra-
de (Grossenordnung 1023) sehr stark gekoppelt, was zu einem kontinuierlichen
Strahlungsspektrum fiithrt. Die Form des Strahlungsspektrums hangt, wie wir
sehen werden, in guter Ndherung nur von der Temperatur 1" und der Dimen-
sion (1D, 2D, 3D) des Korpers ab, nicht aber von seiner detaillierten Struktur
oder seinen chemischen Eigenschaften. Um den Einfluss der Dimensionalitét
des Korpers auf das Spektrum zu untersuchen, werden wir zuerst relativ kalte
eindimensionale (siehe Abschnitt 5.3) und dann heisse dreidimensionale Korper
betrachten (siche Abschnitt 5.4.7).

Zur Entwicklung der Quantenmechanik hat die Untersuchung der Wérme-
strahlung wichtige Beitrdge geliefert, da das charakteristische Spektrum der
Strahlung mit klassischen Mitteln nicht korrekt beschrieben werden kann. Ki-
ne genaue Erklarung der Form des Spektrums wurde erst durch Max Planck
um 1900 unter Beachtung der quantenmechanischen Eigenschaften des Lichts
gefunden.

5.1 Hohlraumstrahlung - Strahlungsgleichgewicht

Wir betrachten einen Korper der Temperatur 7' in einem abgeschlossenen Hohl-
raum, dessen Wande elektromagnetische Strahlung jeder Frequenz unter jedem
Winkel verlustfrei reflektieren (ideale Spiegel) (siche Abb. 5.1 mit geschlossenem
Shutter).

Trifft ein vom Korper emittierter Strahl nach einigen Reflexionen wieder auf
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Hohlraum

Festkorper I
Offnung mit
Schliessvorrichtung

Strahl Abb. 5.1: Korper der Temperatur 7' in ei-
nem Hohlraum mit Vorrichtung zum Off-

nen und Schliessen des Hohlraums.

den Koérper und wird dort ganz oder teilweise absorbiert, so ist die emittier-
te gleich der absorbierten Strahlungsleistung und der Korper verdndert seine
Temperatur nicht. Dieser stationire Zustand!' wird als Strahlungsgleichgewicht
bezeichnet. Dabei hat das elektromagnetische Feld im Hohlraum eine spektrale
Energiedichte? u(v), die nur von der Temperatur abhiingt. Fiir die Strahlungs-
energie pro Volumen im Frequenzbereich zwischen v und v+dv gilt (fiir genauere
Ausfiithrungen wird auf weiterfiihrende Literatur |2] verwiesen)
2

u(v)dy = % (ED+HEB) = %EOEQ + ;l/jo = 2, (5.1)
wobei wir verwendet haben, dass fiir die elektrische Feldstéirke E, die elektrische
Flussdichte l_j, die magnetische Feldstéarke H und die magnetische Flussdichte
B (im Vakuum) die folgenden Zusammenhénge gelten D= GOE, B = Moﬁ und
B/E = \/po€o. Weiter erfiillt die Hohlraumstrahlung die folgenden Eigenschaf-
ten:

a) Die Verteilung der Strahlungsenergie ist homogen, d.h. sie ist ortsunab-
héngig.

b) Die Verteilung der Strahlungsenergie ist isotrop, d.h. sie hangt nicht von
der betrachteten Raumrichtung ab.

Zusammenfassend konnen wir sagen:

Die spektrale Energiedichte u(v) der Hohlraumstrahlung ist homogen und iso-
trop und hangt nur von der Frequenz v und der Temperatur 7" ab.

5.2 Der schwarze Strahler

Ein idealer schwarzer Strahler ist ein Korper, der sdmtliche auftreffende elek-
tromagnetische Strahlung jeder Frequenz vollstdndig absorbiert (Absorptions-
koeffizient A(r) = 1) und nichts reflektiert (Reflexionskoeffizient R(v) = 0).

'Ein von der zeitlichen Anderung unabhéngiger Zustand wird als stationér bezeichnet.

2Unter der spektralen Energiedichte u(v) eines elektromagnetischen Feldes versteht man die
Strahlungsenergie pro Volumen V und Frequenzintervall dv oder in anderen Worten: u(v)dv
ist die Strahlungsenergie pro Volumen im Frequenzbereich zwischen v und v + dv.
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Diese idealisierte Betrachtung ist in der Natur nur ndherungsweise realisiert, da
bei realen Korpern die Absorption und Reflexion typischerweise eine merkbare
Frequenzabhéngigkeit zeigt. Trotzdem lassen sich die charakteristischen Eigen-
schaften von thermischen Strahlern unter dieser Ndherung gut beschreiben.

Unter der Annahme, dass ein idealer schwarzer Strahler realisiert ist, gehen
Materialeigenschaften nicht in dessen spektrale Energiedichte u(v) ein und u(v)
héngt nur von der Temperatur ab und ist zudem homogen und isotrop.

Ein weitgehend idealer schwarzer Korper lésst sich gut durch den in Ab-
schnitt 5.1 besprochenen Hohlraum realisieren. Wenn wir den Hohlraum mit
einer kleinen Offnung versehen (siehe Abb. 5.1), kénnen wir die austretende
Strahlung nutzen, um die Energiedichte der Strahlung innerhalb des Kérpers zu
charakterisieren. Dabei soll die Offnung so klein sein, dass sich die Energiedichte
im Hohlraum nicht oder nur sehr langsam &dndert. Gleichzeitig kann von aussen
eintretende Strahlung die Energie im Hohlraum nur geringfiigig &ndern.

5.3 Der eindimensionale schwarze Strahler

Zunéchst berechnen wir die spektrale Energiedichte u(rv) eines eindimensiona-
len schwarzen Strahlers. Dieser Fall ist besonders einfach und lésst uns erste
Einsichten in die Eigenschaften der thermischen Strahlung gewinnen.

Wir betrachten ein Rohr der Lénge L > A mit Durchmesser D < A bei einer
festen Temperatur T (siche Abb. 5.2). Alle Berechnungen, die wir im folgenden
anstellen werden, sind nur solange korrekt, als dass die betrachteten Wellen-
lingen A\ diese Bedingungen erfiillen. Ein solcher eindimensionaler schwarzer
Strahler ist zum Beispiel realisiert, wenn man ein typisches Koaxialkabel mit
D = 2.2mm und einigen Metern Lénge auf Temperaturen von fliilssigem He-
lium T ~ 4.2K abkiihlt. Am Ende eines solchen Kabels lédsst sich dann das
Schwarzkorperspektrum der thermischen Strahlung messen.

Die Energie innerhalb des eindimensionalen schwarzen Strahlers wird in elek-
tromagnetischen Eigenschwingungen (Moden) gespeichert. Zur Berechnung der
spektralen Energiedichte u(v) werden wir nun folgendermassen vorgehen: Wir
bestimmen die Form der Eigenschwingungen (Moden), ihre Anzahl und die
Energie pro Mode und daraus die spektrale Energiedichte.

5.3.1 Modenstruktur (Eigenschwingungen) eines 1D Korpers

Zur Bestimmung der Eigenschwingungen ist die Wellengleichung fiir die elektri-
sche Feldstarke E in einer Dimension zu losen
0? 1 0?E(x,t)
—FE(r,t) = 5 ——5—.
Ox? (@) 2 ot?
Wir setzen fiir die elektrische Feldstérke E(x,t) stehende, harmonische Wellen
an E(z,t) = E(x) ¢! und erhalten daraus Losungen der Form E(z) o sin(kz)

(5.2)

[a]
[ 0 Abb. 5.2: Rohr der Lange L mit Durch-
L messer D < A.
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mit der Dispersionsrelation k = w/c, wobei k der Wellenzahl entspricht. Mit den
Randbedingungen E(0) = 0 und E(L) = 0 erhalten wir die Resonanzbedingung

kL = j -7 mit Modenindex j € IN (Aj = 1). (5.3)

Mit Hilfe der Dispersionsrelation k¥ = w/c und den Beziehungen w = 27v und
Av = c ergibt sich

)\.
j?j:LmitjE]N (Aj =1), (5.4)

wobei die Wellenlédnge mit dem Index j versehen wird, um darauf hinzuweisen,
dass die Wellenlénge vom Modenindex abhéngt. Entsprechend erhalten wir fiir
die j-abhéngige Frequenz v;

_ <
2L

Dabei ist der Frequenzabstand zwischen benachbarten Moden konstant

v; j mit j € IN. (5.5)

<
2L
Das Modenspektrum (sieche Abb. 5.3(b)) besteht also aus einer unendlichen Folge
von dquidistanten Moden.

Av=vj —vj= (5.6)

5.3.2 Anzahl der moglichen Moden

Die Anzahl der Moden G(v) im Frequenzbereich zwischen zwischen 0 und der
maximalen Frequenz v ergibt sich durch Division von v durch den Frequenzab-
stand der Moden (5.6)
v 2L
Glv)=-—=—r 5.7
)= =22y (5.7
Die Anzahl der Moden G(v) ist also linear in der Frequenz v. Daraus erhalten
wir fiir die spektrale Modendichte g(v) (g(v)dv ist die Anzahl der Moden im
Frequenzbereich zwischen v und v + dv)

_0G(v) 2L

o) = == (53)

Wir erhalten also in einer Dimension eine konstante spektrale Modendichte ,
d.h. gleich viele Moden in jedem Frequenzintervall.

(a)
| 1

[ 1

N =+
w4
N

4j
(b)

Abb. 5.3: (a) Modenindex j. (b) Moden-
spektrum.
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5.3.3 Spektrale Energiedichte

Die spektrale Energiedichte u(v) ldsst sich nun berechnen, indem die spektrale
Modendichte g(v) mit der Energie pro Mode € multipliziert und durch die Lénge
des Rohrs L dividiert wird.

Klassische Energie pro Mode

Klassisch ist die Energie pro Mode e statistisch durch das Aquipartitionsprinzip
bestimmt, das besagt, dass im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur T’
im Mittel jeder Freiheitsgrad die Energie 1/2kgT besitzt. Wenn wir pro Mode 2
Freiheitsgrade (horizontale und vertikale Polarisation der elektromagnetischen
Strahlung) betrachten, ergibt sich pro Mode eine Energie von

e = kpT. (5.9)

Rayleigh-Jeans-Gesetz und die Ultraviolettkatastrophe

Somit ergibt sich mit (5.8) und (5.9) eine konstante frequenzunabhéngige Ener-
giedichte

_ 6 _ T hBL
u(v) = T =1 = Ek:BT. (5.10)
Dies ist das Rayleigh-Jeans-Gesetz in einer Dimension. Es steht jedoch im Wi-
derspruch mit den experimentellen Beobachtungen: Das Integral fooo u(v) dv
iiber das gesamte Spektrum, d.h. die Gesamtenergiedichte, divergiert. Dieses
theoretische Phénomen wurde von Paul Ehrenfest als Ultraviolettkatastrophe
bezeichnet. Man kann zeigen, dass die Ultraviolettkatastrophe nicht eine spe-
zifische Eigenschaft des Modells ist, das wir hier betrachtet haben. Der Grund
der Ultraviolettkatastrophe liegt vielmehr in der Annahme der Aquipartition,
die aus der klassischen Mechanik folgt und zum Beispiel fiir die Molekiile eines
Gases im thermischen Gleichgewicht gilt.

Experimentell bestimmte spektrale Energiedichte

Schon um 1896 herum existierten genaue Messungen der spektralen Energiedich-
te, die von heissen Korpern emittiert wird (Otto Lummer und Wilhelm Wien).
Das Rayleigh-Jeans-Gesetz stimmt mit den Resultaten fiir sehr tiefe Frequenzen
gut iiberein, versagt aber fiir hohe Frequenzen.

5.3.4 Bestimmung der spektralen Energiedichte nach Planck

In den Jahren unmittelbar vor der Jahrhundertwende gelangte Planck zu einer
Theorie, welche die von Lummer gemessene spektrale Energiedichte erkléren
konnte. Sie beruht auf zwei grundlegenden Erkenntnissen:

1. Jede elektromagnetische Welle kann Energie nur in festen Quanten der
Energie €photon = hv aufnehmen, wobei h = 6.626-10734 Js das Plank‘sche
Wirkungsquantum ist.
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2. Die Besetzungswahrscheinlichkeit einer Mode mit Photonen, den Quanten
des Lichts, ist durch die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion (siehe Abb.
5.4(a)) gegeben

1

f) = St 1 (5.11)

Die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion gilt, wie wir spéater erklaren wer-
den, fiir Bosonen, d.h. Teilchen mit ganzzahligem Spin, zu denen das Pho-
ton gehort.

Fiir die quantenmechanische Energie pro Mode erhalten wir daher

hv

€QM — €Photon ° f(l/) = m (512)

Daraus ergibt sich nun die spektrale Energiedichte u(v), das Plancksche Strah-
lungsgesetz in einer Dimension (siehe Abb. 5.4(b))
2L h
9W)-equ _ o gmmwt—g _ 2 hv

uv)="="7—-= 7 = T T (5.13)

Grenzfille der spektralen Energiedichte

Als néchstes betrachten wir Grenzfille der spektralen Energiedichte bei kleinen
Frequenzen bzw. hohen Temperaturen (hr < kgT') und bei hohen Frequenzen
bzw. kleinen Temperaturen (hv > kgT).

@ 1.0 ®) o5
T=4.2K T=4.2K
0.8+ — 4
€
N
0.6r B E ]
< Lar)
= o
ha @
0.4+ f 2 ]
=
=1
0.2+ E ]
00 Ly 00 1 1 L L
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Frequenz v [GHz] Frequenz v [GHz]

Abb. 5.4: (a) Die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion f(r) als Funk-
tion der Frequenz v bei einer festen Temperatur von 4.2 K. (b)
Das Plancksche Strahlungsgesetz in einer Dimension: Die spektra-
le Energiedichte u(v) als Funktion der Frequenz v bei einer festen
Temperatur von 4.2 K.
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Spektrale Energiedichte bei kleinen Frequenzen bzw. hohen Tempe-
raturen (hv < kgT)

Unter der Bedingung hv < kT lasst sich die Exponentialfunktion in eine

Taylorreihe entwickeln

hv
hv/ksT 14 27 4 14
e + T + (5 )

Daraus erhalten wir die fiir eindimensionale Kérper charakteristische konstante
Energiedichte

2 hv 2 hv 2
- ~ — = —kgT. 5.15
cew/ksT _ 1 ClJrk}];i'fff c B ( )

u(v) =
Wir erhalten also fiir kleine Frequenzen bzw. hohe Temperaturen aus dem
Planckschen Strahlungsgesetz das bekannte Rayleigh-Jeans-Gesetz (1D) zurtick.
Offenbar ist die klassische Theorie als Grenzfall in der Planckschen Theorie ent-
halten.

Spektrale Energiedichte bei hohen Frequenzen bzw. kleinen Tempe-
raturen (hv > kgT)

Fiir hv > kgT gilt /%87 > 1, was zur folgenden Niherung fithrt (Wiensches
Strahlungsgesetz (1D))

2 hv 2  hv
cetv/ksT _ 1 " ¢ ohv/ksT

u(v) = = %hl/e_h”/kBT. (5.16)
D.h. die Energiedichte fillt exponentiell mit steigender Frequenz. Dieser Effekt
ist durch die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion begriindet, die die Besetzung
von Moden bei hohen Frequenzen exponentiell unterdriickt, was insbesondere
das Auftreten der Ultraviolettkatastrophe verhindert.

In Abb. 5.5(a) ist das Plancksche Strahlungsgesetz zusammen mit den Grenz-
fallen Rayleigh-Jeans-Gesetz und Wiensches Strahlungsgesetz fiir einen eindi-
mensionalen schwarzen Strahler dargestellt.

5.3.5 Das Stefan-Boltzmann-Gesetz (1D)

Die Gesamtenergiedichte des schwarzen Strahlers pro Lange u erhalten wir durch
Integration der spektralen Energiedichte u(v) iiber das Spektrum, d.h. iiber den
gesamten Frequenzbereich. Mit (5.13) ergibt sich:

& 2 hv
u—/o u(l/) dl/—/(; Em dv

9 1 0o 2 kQ
= 20TV [ de= R (5.17)
0

h et —1 3 he

wobel wir im letzten Schritt verwendet haben, dass [;° =% dao = 72/6. Wir

erhalten somit fiir die Gesamtenergiedichte u ein Ergebnis, das nur von der
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Abb. 5.5: (a) Das Plancksche Strahlungsgesetz (griine Linie) zu-
sammen mit den Grenzfillen Rayleigh-Jeans-Gesetz (rote feinge-
strichelte Linie) und Wiensches Strahlungsgesetz (blaue grobge-
strichelte Linie) in einer Dimension: Die spektrale Energiedichte
u(v) als Funktion der Frequenz v bei einer festen Temperatur von
4.2 K. (b) Das Stefan-Boltzmann-Gesetz in einer Dimension: Die
Gesamtenergiedichte u als Funktion der Temperatur T'.

Temperatur 7' abhéngt. Dieses Gesetz wird Stefan-Boltzmann-Gesetz (1D) ge-
nannt. In Abb. 5.5(b) ist die charakteristische quadratische Abhéngigkeit der
Gesamtstrahlungsleistung von der Temperatur des Koérpers dargestellt. Man be-
merke, dass die Gesamtstrahlungsleistung ausser von der Temperatur nur von
Naturkonstanten abhéangt.

5.4 Der dreidimensionale schwarze Strahler

Analog zum eindimensionalen schwarzen Strahler (sieche Abschnitt 5.3) berech-
nen wir nun die spektrale Energiedichte fiir den dreidimensionalen Fall. Der
dreidimensionale Fall beschreibt alle Koérper deren Abmessungen in allen drei
Raumrichtungen viel grosser sind als die betrachteten Wellenléngen. Dieser Fall
ist bei Temperaturen oberhalb der Raumtemperatur quasi fiir alle Objekte er-
fiillt. Insbesondere beschreiben die in diesem Abschnitt berechneten Eigenschaf-
ten des dreidimensionalen schwarzen Strahlers das Spektrum der Sonne und
anderer heisser Objekte.

Wir betrachten einen wiirfelformigen Hohlraum der Kantenlédnge L (siehe
Abb. 5.6). Die Vorgehensweise ist analog zu der im eindimensionalen, weshalb
wir auf einige Herleitungen verzichten werden.

5.4.1 Moden des 3D Korpers

Analog zum eindimensionalen Fall erhalten wir als Resonanzbedingung fiir eine
stehende Welle entlang einer der drei Raumrichtungen k;L = j; - m mit Moden-
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L Abb. 5.6: Wiirfelférmiger Hohlraum der
X Kantenlédnge L.

index j; € N (Aj; = 1) und i = z, y, z, wobei k; der Wellenzahl entlang einer
Dimension entspricht. Fiir eine stehende Welle entlang einer beliebigen Richtung
ergibt sich die Resonanzbedingung?®

L\ 2 L\ 2 2L\ 2 20\ 2
2 2, 2 (2 2 2 2y _ (& 2 _ _ I

(5.18)

wobei k = (ky, ky, k,) der Wellenvektor ist und wir analog zum eindimensiona-
len Fall zur Umformung die Beziechungen w = ck (Dispersionsrelation), w = 27v
und Av = ¢ verwendet haben.

5.4.2 Anzahl der moglichen Moden

Zur Berechnung der Anzahl der moglichen Moden betrachten wir den Raum
der ganzen positiven Zahlen {jx, jy, j.} (siehe Abb. 5.7). Der Abstand des
Gitterpunktes (jx, jy, j») vom Ursprung betrégt unter Verwendung von (5.18)

. . . . 2v
j= G2+ 2+ = —L (5.19)

Die Anzahl Moden deren Frequenz zwischen 0 und v liegt, entspricht somit der
doppelten* Anzahl der Gitterpunkte innerhalb eines Kugeloktanten® vom Ra-
dius 2vL/c. Fiir den grossten Teil der von einem schwarzen Korper emittierten
Strahlung sind die Frequenzen v sehr gross im Vergleich zur Kantenldnge L,
d.h. 2vL/c> 1.

3Fiir eine genaue Herleitung der Resonanzbedingung in drei Dimensionen entlang einer belie-
bigen Richtung ist (analog zum eindimensionalen Fall) die Wellengleichung fiir die elektrische
Feldstérke in drei Dimensionen unter entsprechenden Randbedingungen zu 16sen.

4Zu jedem Zahlentripel (j Jxs, jy, jz) gehdrt ein Wellenvektor k. Die elektrische Feldstiirke E liegt
in einer Normalebene zu k und hat somit bei gegebenem k zwei unabhéngige Komponenten,
d.h. zu jedem Zahlentripel (jx, jy, j») gehoren zwei unabhingige stehende Wellen (Moden),
die den in 3 Dimensionen méoglichen zwei Polarisationen der Strahlung entsprechen.

®Ein Kugeloktant entspricht einem 1/8 einer Kugel. Dieser Faktor ergibt sich aus der Tatsache,
dass jx, jy, j» nur positive Werte annehmen kdénnen.
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Abb. 5.7: Raum der ganzen positiven
ix Zahlen {jx, jy, ja}-

Die Zahlen jy, jy, j, sind damit so gross, dass das Zahlengitter als Kontinuum
betrachtet werden kann. Damit erhalten wir fiir die Anzahl der Moden G(v) im
Frequenzbereich zwischen 0 und v

1 47 r (2L\*
Gw)=2-=.- —533 === 3, 2
m=2g 5P =5 (%) (5.20)
~—~—
Kugelvolumen

Daraus ergibt sich fiir die spektrale Modendichte g(v) (g(v)dv ist die Anzahl
der Moden im Frequenzbereich zwischen v und v + dv)
0G(v)
g(v) = 5 87rc—31/ . (5.21)
Wir erhalten somit in drei Dimensionen eine spektrale Modendichte, die qua-
dratisch von der Frequenz abhéngt (siehe Abb. 5.8(a)). Je hoher die betrachtete
Frequenz wird, desto grosser wird die Anzahl der Moden. Die zusétzlichen Mo-
den liegen im Raum der Modenindizes auf eine Kugelschale deren Oberfliche
quadratisch mit der Frequenz steigt und so die charakteristisch anwachsende
Modenzahl bestimmt.

5.4.3 Spektrale Energiedichte

Die spektrale Energiedichte u(v), d.h. das Plancksche Strahlungsgesetz in drei

Dimensionen, ergibt sich nun aus der Multiplikation der spektralen Modendichte

g(v) mit der Energie pro Mode eqm dividiert durch das Volumen des Kérpers
L3. Unter Verwendung von (5.12) und (5.21) ergibt sich (siche Abb. 5.8(b))

L3? h

9(v)equ _ E T gmeoy _ 8wh P

u(v) = == = 3 = T T (5.22)

Grenzfille der spektralen Energiedichte

Wie im eindimensionalen Fall untersuchen wir das Grenzverhalten der spek-
tralen Energiedichte u(v) bei kleinen Frequenzen bzw. hohen Temperaturen
(hv < kgT) und bei hohen Frequenzen bzw. kleinen Temperaturen (hv > kgT).
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Abb. 5.8: (a) Spektrale Modendichte in drei Dimensionen. (b) Das
Plancksche Strahlungsgesetz in drei Dimensionen: Die spektrale
Energiedichte u(v) als Funktion der Frequenz v bei einer festen
Temperatur von 3000 K.

Kleine Frequenzen bzw. hohe Temperaturen (hv < kgT)

Mit der Entwicklung (5.14) erhalten wir aus (5.22) das Rayleigh-Jeans-Gesetz
(3D)

81h V3 mh V3 3w

2
~ = —v°kgT. 5.23
3 ehv/ksT _ 1 3 1 + k}g} 1 3 B ( )

u(v) =

Hier zeigt sich der charakteristische quadratische Anstieg der Energiedichte mit
v bei niedrigen Frequenzen.

Hohe Frequenzen bzw. kleine Temperaturen (hv > kgT)
Mit e//#8T > 1 ergibt sich aus (5.22) das Wiensche Strahlungsgesetz (3D)

8th v 8mh 5 — v
u(v) = B ksl 1 B 7€ =T, (5.24)

das auch in diesem Fall auf Grund der Bose-Einstein-Verteilung eine fiir hohe
Frequenzen exponentiell abfallende Energiedichte zeigt.

In Abb. 5.9(a) ist das Plancksche Strahlungsgesetz zusammen mit den Grenz-
fallen Rayleigh-Jeans-Gesetz und Wiensches Strahlungsgesetz fiir einen dreidi-
mensionalen schwarzen Strahler dargestellt.

5.4.4 Das Stefan-Boltzmann-Gesetz (3D)

Nun berechnen wir wie im eindimensionalen Fall aus der spektralen Energiedich-
te u(v) das Stefan-Boltzmann-Gesetz in drei Dimensionen. Die Gesamtenergie-
dichte u des schwarzen Strahlers pro Volumen erhalten wir dabei wieder durch
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Abb. 5.9: (a) Das Plancksche Strahlungsgesetz (griine Linie) zu-
sammen mit den Grenzfillen Rayleigh-Jeans-Gesetz (rote feinge-
strichelte Linie) und Wiensches Strahlungsgesetz (blaue grobge-
strichelte Linie) in drei Dimensionen: Die spektrale Energiedichte
u(v) als Funktion der Frequenz v bei einer festen Temperatur von
3000 K. (b) Das Stefan-Boltzmann-Gesetz in drei Dimensionen:
Die Gesamtenergiedichte u als Funktion der Temperatur 7'

Integration der spektralen Energiedichte u(v) iiber das Spektrum, d.h. iiber den
gesamten Frequenzbereich. Mit (5.22) ergibt sich (sieche Abb. 5.9(b))

*° o 8mh V3
u :/0 u(v) dv :/0 3 ehv/ksT _q dv

8rky, 4 [ 2P 4. 8Tk
= T /0 ew_ldx:aT Imtazm, (5.25)

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass [ ef—il dz = 7*/15. Somit
erhalten wir, dass die Gesamtenergiedichte u eines dreidimensionalen schwarzen
Strahlers proportional zu T* ist und wie bereits diskutiert von keinen weiteren

Eigenschaften des Korpers abhéngt.

5.4.5 Das Wiensche Verschiebungsgesetz

Das Wiensche Verschiebungsgesetz gibt an bei welcher Wellenlange Apax ein
nach dem Planckschen Strahlungsgesetz (5.22) strahlender schwarzer Korper in
Abhéngigkeit seiner Temperatur 7" die maximale Strahlung emittiert. Wir haben
bisher die Energiedichte u(v)dv eines schwarzen Strahlers als Funktion der Fre-
quenz betrachtet. Zur Bestimmung von A, benotigen wir die Energiedichte als
Funktion der Wellenldnge. Zur Umschreibung nutzen wir die Beziehung Av = ¢
und erhalten aus (5.22) fiir die Energiedichte u(\)dA, d.h. die Strahlungsenergie
pro Volumen V im Wellenldngenbereich zwischen A und A\ 4+ dA
8th VP 8mhe 1

u(v)dv = B ohofkaT 1d1/ — u(N)d\ = N5 Sho/RaTA 1d)\. (5.26)
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Das Maximum erhalten wir nun aus der Bedingung

du())
dX

= 0. (5.27)

Fiir die Ableitung nach der Wellenldnge erhalten wir

he/kpTA__he
B - S i
7\ NG ehe/kaTA =1 N5 (ghe/kwTx _1)% ) '

-1
Nullsetzen und Multiplikation mit (87/{—20 m> ergibt

ehc/kBT)\ hc

kT
5t e oy =0 (5.29)
Mit der Abkiirzung =z = kgﬁ folgt
r=5(1—€e"). (5.30)

Diese transzendente Gleichung hat neben der Losung x = 0 die fiir uns inter-
essante Losung z = 4.965. Daraus ergibt sich das Wiensche Verschiebungsgesetz

he 4065 5 AT he

e — M 98981073 mK. 31
kBT Amax 1065k, 2098107 m (5.31)

In analoger Weise kann man das Wiensche Verschiebungsgesetz auch fiir die
Frequenz berechnen, d.h. die Frequenz vy,,x bestimmen fiir die ein nach dem
Planckschen Strahlungsgesetz (5.22) strahlender schwarzer Korper in Abhén-
gigkeit seiner Temperatur T' die maximale Strahlung emittiert

« . 28214
Wmax _ o o1y ., Vmax _ 28214k

=5.88-10" Hz/K. 5.32
knT T h 2/ (5-32)

In Abb. 5.10 ist das Plancksche Strahlungsgesetz gemeinsam mit seinen Grenz-
fallen (Rayleigh-Jeans-Gesetz und Wiensches Strahlungsgesetz) aufgetragen (sie-
he Abb. 5.9) und zusétzlich dazu das Wiensche Verschiebungsgesetz, das das
Maximum des Planckschen Strahlungsgesetzes angibt.

5.4.6 Emittierte Strahlungsleistung eines schwarzen Korpers

Bisher haben wir die spektrale Energiedichte des elektromagnetischen Feldes in
einem schwarzen Strahler betrachtet und dafiir das Plancksche Strahlungsge-
setz (5.22) erhalten. Das Ziel ist es nun die gesamte von einem schwarzen Strah-
ler emittierte Strahlungsleistung P zu bestimmen. Dazu repetieren wir kurz die
Definition der spektralen Energiedichte u(rv) und definieren darauf aufbauend
weitere Begriffe und schlussendlich die Strahlungsleistung P.
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Definitionen (siehe Abb. 5.11).

1.

Spektrale Energiedichte u(v) ([u(v)] = Js/m?)
Strahlungsenergie pro Volumen V' und Frequenzintervall dv.

. Energiedichte u(v)dv ([u(v)dv] = J/m3)

Strahlungsenergie pro Volumen V im Frequenzbereich zwischen v und
v+ dv.

Gesamtenergiedichte u ([u] = J/m3)
Energiedichte u(v)dv integriert tiber den gesamten Frequenzbereich.

. Emittierte Energie Eqyadadt(V) ([Edvdaodads(v)] = J)

Die von einem Oberflachenelement dA eines schwarzen Strahlers in einem
Zeitintervall dt in das Raumwinkelelement d€) unter einem Winkel 9 zur
Flachennormalen im Frequenzbereich zwischen v und v + dv emittierte
Energie.

. Emittierte Leistung Pgyaqda (V) ([Pavaada(v)] = W)

Emittierte Energie Eqyqadadt(v) pro Zeitintervall dt.

Gesamte Strahlungsleistung Pya eines Flachenelements dA ([Paa] = W)
Emittierte Leistung Py,q04a (V) integriert iiber den gesamten Frequenzbe-
reich und den Raumwinkel.

Gesamte Strahlungsleistung eines schwarzen Strahlers P (|[P] = W)
Gesamte Strahlungsleistung Py eines Flachenelements dA integriert iiber
die Flache des schwarzen Strahlers.

Als erstes berechnen wir die emittierte Energie Eq,40daqt(v) aus der Ener-
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Egvdnaadi(V) ~ dAcost

z
dQ
W >,
\ : y
dA Abb. 5.11: Tllustration zu den De-
« finitionen und zum Lambertschen
Egvanaaat(V) ~ dA Gesetz.

giedichte u(v)dv. Der Zusammenhang ist der folgende

Egvaodadt(v) = u(v)dv - c . dt
~— —~—
Energiedichte Ausbreitungsgeschwindigkeit Zeitintervall
dQ)
e . N (5.33)
47 ~~—
g . ,brojizierte Flache*
Raumwinkelanteil

wobei fiir das projizierende Flachenelement dA | gilt
dA) = dAcos?. (5.34)

Dies folgt aus dem Lambertschen Gesetz, das besagt, dass die unter einem Win-
kel ¥ von einem Fléchenelement dA emittierte Energie proportional zu cos ¢ ist
oder in anderen Worten ausgedriickt: Nur die zur Ausbreitungsrichtung senk-
rechte Komponente des Flachenelements dA ist relevant (siehe Abb. 5.11). Dar-
aus ergibt sich fiir die emittierte Leistung Py qada (V)

Eavaoaadt (V)
dt

Um nun die gesamte Strahlungsleistung eines Flachenelement dA zu berechnen,
integrieren wir iiber den gesamten Frequenzbereich und den Raumwinkel. Ein
Flachenelement kann nicht in den vollen, sondern nur in den halben Raumwinkel
strahlen, weshalb nur {iber den halben Raum integriert wird. Dabei verwenden
wir, dass der Raumwinkel gegeben ist durch df2 = sin 9dddp.

Paa = / / / Pavaoaa(v)
w/2 2w :
/ / / ) ¢ cost M dv dA
47
w/2 2w
:/ V)dv c/ / s1n19dg0d19 JA

=aT* =1/4

:%WM. (5.36)

Q)
Pavaoda(v) = =u(v)dv c Z—Tr dA cos . (5.35)




118 KAPITEL 5. WARMESTRAHLUNG

Somit haben wir aus der Energiedichte die totale pro Flachenelement des schwar-
zen Strahlers abgestrahlte Leistung erhalten. Diese ergibt sich im Wesentlichen
durch Multiplikation des Stefan-Boltzmann-Gesetzes (5.25) mit der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit des Lichts ¢ und einem Geometriefaktor 1/4.

5.4.7 Die Sonne als Beispiel eines kugelsymmetrischen schwar-
zen Strahlers

Wir berechnen nun die gesamte Strahlungsleistung P der Sonne und daraus die
Strahlungsintensitdt® I, die wir auf der Erde wahrnehmen. Dabei nehmen wir
an, dass die Sonne nédherungsweise einem kugelsymmetrischen schwarzen Strah-
ler entspricht. Dass diese Annahme gut erfiillt ist, ist aus dem Vergleich aus
dem gemessenen Strahlungsspektrum der Sonne mit dem berechneten Strah-
lungsspektrum eines schwarzen Strahlers derselben Temperatur zu entnehmen
(siehe Abb. 5.12). Hier zeigt sich, dass das auf der Erde wahrgenommene Spek-
trum im Wesentlichen durch die in der Atmosphére vorkommende Reflexion und
Absorption des Lichts verdndert ist.

Wir erhalten mit (5.36) fiir die gesamte von einem kugelsymmetrischen
schwarzen Strahler mit Radius rg ausgesandte Strahlungsleistung P

P= / Paa = / %T‘ldA = %T%mﬂ%. (5.37)

Nun berechnen wir daraus die Strahlungsintensitét I, die wir auf der Erde wahr-

—Theoretische Strahlung eines

) 3 schwarzen Korpers bei 5700°C
i
E Sonnenstrahlung auBerhalb
2 der Atmosphare
T Von Bestandteilen der Atmosphare
c hauptsachlich reflektierter Teil
m— der Energie
El2
7|
<l | Sonnenstrahlung nach
‘;: Durchgang durch die Atmosphére
=T
—
@
.
w -

I

I S

J .

il (2 GO T ]
0 0.4 0.8 1.2 1.6 20 24 28 32um
ultraviolett! sichtbar je——— nahes infrarot ——MF >

Abb. 5.12: Das Strahlungsspektrum der Sonne im Vergleich mit
dem Strahlungsspektrum eines schwarzen Strahlers derselben Tem-
peratur. [4]

SUnter der Strahlungsintensitéit versteht man die Strahlungsleistung pro Fliche.
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nehmen. Mit (5.37) ergibt sich

2
- P _aps (5.38)
drrsg N
wobei rgg dem Abstand zwischen der Sonne und der Erde entspricht. Mit den in
Tab. 5.1 aufgelisteten Daten zur Sonne, erhalten wir fiir die Gesamtstrahlungs-
leistung P der Sonne und fiir die Intensitit I der Sonne auf der Erde mit (5.37)
und (5.38)

P =384-10 W, (5.39)
I = 1367 W/m?. (5.40)
Sonnentemperatur T’ 5778 K
Mittlerer Sonnenradius rg 6.957 - 10 m

Mittlerer Abstand Sonne - Erde rgg 149.6 - 109 m

Tab. 5.1: Daten zur Sonne. [5] [0]

5.4.8 Emittierte Strahlungsleistung fiir reale Strahler

Die in Abschnitt 5.4.6 hergeleitete Formel (5.36) fiir die Strahlungsleistung P
eines Korpers gilt nur fiir schwarze Strahler. In der Realitét besitzen jedoch die
wenigsten Materialien die Eigenschaften eines schwarzen Strahlers. Fiir einen
realen Strahler gilt fiir die emittierte Strahlungsleistung P

P=¢e(T)-0-A-T, (5.41)

wobei ¢(T") die Emissivitét ist und Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann (fiir
einen schwarzen Strahler gilt £(T) = 1). 0 = ac/4 = 5.67 - 10~3W/m?K* ist die
Stefan-Boltzmann-Konstante und A die Fléche des Strahlers.

Typische Werte der Emissivitat e(7") fiir verschiedene Materialien sind in
Tab. 5.2 zusammengestellt.

Material Temperatur 7' [°C| Emissivitat e(T")
Buchenholz 70 0.91
Wasser 10 - 50 0.91
Eis -9.6 0.918
Papier 95 0.89
Eisen (poliert) =73 -727 0.06 - 0.25
Gold (oxidiert) -173 - 827 0.013 - 0.070
Kupfer (oxidiert) 130 0.725

Tab. 5.2: Typische Werte fiir die Emissivitédt €(7") verschiedener
Materialien. |7]
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5.5 Zusammenfassung

Wir haben gesehen, dass bei der Berechnung der spektralen Energiedichte fiir
einen schwarzen Strahler die klassische Physik versagt (Ultraviolettkatastrophe)
und die quantenmechanischen Eigenschaften des Lichts bendtigt werden, was
zum Planckschen Strahlungsgesetz fiithrt. Jedoch ist die klassische Theorie als
Grenzfall (kleine Frequenzen) in der Planckschen Theorie enthalten (Rayleigh-
Jeans-Gesetz). Zum Abschluss des Kapitels hier nochmals die wichtigsten Re-
sultate:

Eindimensionaler schwarzer Strahler

1. Plancksches Strahlungsgesetz (1D)

2 hv
ulv) = T 1 (5.42)
2. Rayleigh-Jeans-Gesetz (1D) (klassischer Grenzfall)
2
u(v) = —kpT. (5.43)
c

3. Wiensches Strahlungsgesetz (1D) (Grenzfall fiir hohe Frequenzen)

2
u(v) = Ehl/e_h”/kBT. (5.44)

4. Stefan-Boltzmann-Gesetz (1D)

2 k%
= _—B1? 5.45
3 hc ( )
Dreidimensionaler schwarzer Strahler
1. Plancksches Strahlungsgesetz (3D)
8mh V3
u(v) = 3 T 1 (5.46)
2. Rayleigh-Jeans-Gesetz (3D) (Grenzfall fiir kleine Frequenzen)
8
u(v) = —;rVQk:BT. (5.47)
c

3. Wiensches Strahlungsgesetz (3D) (Grenzfall fiir hohe Frequenzen)

u(v) = —v’e *8T. (5.48)

4. Stefan-Boltzmann-Gesetz (3D)

870 k%

W. (5.49)

w=aT?* mit a =
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5. Wiensches Verschiebungsgesetz

he
Amax ] = =2.898-107% mK. 5.50
maxt = 965k o (5.50)
x| 2.8214K
Vimax _ 28214k _ o gq 1010 1, K. (5.51)

T h

6. Strahlungsleistung eines Flachenelements dA eines schwarzen Strahlers

Par = %T‘*dA. (5.52)

7. Strahlungsleistung fiir nichtschwarze Strahler der Flache A

P = e(T)oAT* mit o = %. (5.53)
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Kapitel 6

Materiewellen

In den letzten Kapiteln haben wir gelernt, dass elektromagnetische Strahlung so-
wohl Wellen- als auch Teilcheneigenschaften zeigt. Dabei ist die Wahrscheinlich-
keit an einem gegebenen Ort ein Photon anzutreffen proportional zum Quadrat
der Amplitude der klassischen elektromagnetischen Welle.

In diesem Kapitel diskutieren wir, wie sich auch bei massebehafteten Teil-
chen, wie z.B. Elektronen, Protonen, Neutronen, Atomkernen, ganzen Atomen
oder auch Molekiilen, nicht nur Teilcheneigenschaften sondern auch Wellenei-
genschaften beobachten lassen. Dabei werden wir in Analogie zum Photon ex-
perimentelle Beobachtungen erkliren, indem wir annehmen, dass die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit materieller Teilchen proportional zum Quadrat der Am-
plitude einer Welle, der sogenannten Materiewelle, ist.

Im Gegensatz zur elektromagnetischen Welle, die dem Photon zugeordnet
ist, kann die Materiewelle jedoch nicht mit der klassischen Theorie gedeutet
werden. Die Materiewelle ist ein mathematisches Konzept zur Berechnung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines massebehafteten Teilchens.

Materiewellen wurden 1923 von Louis de Broglie postuliert. Experimentelle
Hinweise dafiir, dass sich Teilchen wie Wellen verhalten kdnnen, gab es zu dieser
Zeit aber noch nicht. De Broglies Idee entstand aus der Analogie zu den Pho-
tonen. Aufgrund dieser Analogie konnte er die Wellenldnge fiir Materiewellen
angeben.

h
A= (6.1)

Diese Beziehung wird de Broglie-Beziehung genannt, wobei p den Impuls des
durch die Materiewelle beschriebenen Teilchens bezeichnet und h das Plancksche
Wirkungsquantum ist.

Fiir Photonen gilt wie bereits bekannt

c h h
= ] 02
v hv/e p’ (62)

wobei p der Impuls des Photons ist. Dabei ist zu bedenken, dass Photonen sich
immer mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten und keine Ruhemasse haben. Aus

123
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diesem Grund ist die Ruheenegie des Photons gleich null. Auch dieser Aspekt
unterscheidet Photonen von massebehafteten Teilchen.

Im folgenden Abschnitt gehen wir nun auf experimentelle Situationen ein
unter denen sich die Welleneigenschaften von Materie beobachten lassen.

6.1 Experimenteller Nachweis der Materiewellen

Obwohl die Materiewelle kein klassisches Pendant hat und wir sie als mathema-
tisches Konzept bezeichnet haben, zeigt sich die Realitdt der Materiewelle im
Experiment.

6.1.1 Beugung von Elektronenwellen

Das erste Experiment, das den Wellencharakter bewegter Materieteilchen zum
Vorschein brachte, wurde in den Jahren 1923 - 1927 (anfénglich ohne Kennt-
nis des de Broglieschen Postulats) von Clinton Davisson und Lester Germer in
einem Industrielabor (Bell Telephone Laboratories) durchgefiihrt. Die beiden
Experimentatoren arbeiteten am Problem der Sekundérelektronenemission, das
fiir die Technik von Radioréhren von Bedeutung war.

Davisson und Germer schossen in ihrem Experiment (siehe Abb. 6.1) Elek-
tronen auf die Oberfldche von Ni-Kristallen und beobachteten die vom Kristall
ausgehenden Elektronen als Funktion des Winkels ¢ und als Funktion der Be-
schleunigungsspannung U im Bereich zwischen 30 und 200 V.

Bei Beschleunigungsspannungen in diesem Bereich handelt es sich um re-
lativ langsame Elektronen. Diese werden von den Atomen sehr stark gestreut,
da sie sich aufgrund ihrer niedrigen Geschwindigkeit beim Streuprozess lange
im Kraftfeld des streuenden Atoms befinden. Folglich dringen sie nicht in den
Kristall ein, sondern werden von den Atomen an der Oberfliche gestreut. Die
Beugung findet also in diesem Fall an einem Flachengitter und nicht an einem
Raumgitter statt und unterscheidet sich deshalb von der Bragg-Reflexion (siehe
Abschnitt 3.4.2), die restriktiver! ist.

Wir betrachten die Beugung des Elektronenstrahls an den Atomreihen der
Oberfldche, die ein Reflexionsgitter bilden (siehe Abb. 6.2). Wenn nun die einfal-
lende Strahlung Wellennatur hat und an diesem Gitter gebeugt wird, dann tre-

Kathode I I Elektronen- N| Kristall

il

'Bei der Bragg-Reflexion kann nur unter bestimmten Winkeln (Bragg-Bedingung: sin ¥max =
n\/2a) Reflexion beobachtet werden.

57 Abb. 6.1: Experimentaufbau von Davisson
\ und Germer: Elektronen werden beschleu-
nigt und treffen auf einen Ni-Kristall. Ein
Auffanger und ein Strommesser dienen zur
Messung der gebeugten Elektronen in Ab-
G héngigkeit des Winkels ¥ und der Be-
= Strommesser schleunigungsspannung U.

Auffanger
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einfallender

gebeugter Elektronenstrahl Abb. 6.2: Beugung des
Elektronensrahl Elektronenstrahls an den
. Atomreihen der Ober-
asiny fliche des Ni-Kristalls
mit Gitterkonstante
a = 2.15 A. Der Gang-
unterschied zwischen
zwei an benachbarten
Atomen gebeugten Elek-
tronenstrahlen  betrégt
asin ¢.

ten Maxima der reflektierten Strahlung auf, wenn die von den einzelnen Atom-
reihen gestreuten Wellen konstruktiv interferieren, d.h. wenn gilt

asint = nA. (6.3)

Bei einer Beschleunigungsspannung von U = 54 V beobachteten Davisson
und Germer bei senkrechtem Elektroneneinfall auf eine Kristallfliche, deren
Orientierung in Bezug auf das Kristallgitter bekannt war, ein erstes Maximum
(n = 1) des Auffingerstroms bei der Winkelstellung ¥ = 50°. Der Abstand der
Atomreihen a war aus Rontgen-Untersuchungen der Struktur bekannt. Fiir die
spezielle Kristallfliche des Experiments ist @ = 2.15 A. Wenn man das Maxi-
mum als Beugungsmaximum interpretiert, erhélt man fiir den Elektronenstrahl
folgende Wellenlénge

A =asinf =1.65 A, (6.4)

Wir iiberpriifen nun, ob diese Wellenldnge mit der de Broglie-Beziehung A = h/p
iibereinstimmt. Der Impuls der Elektronen ergibt sich aus der Beschleunigungs-
spannung U. Wir kénnen dabei von nicht-relativistischen Teilchen ausgehen, da
bei den Experimenten von Davisson und Germer U ausreichend niedrig war,
so dass die Geschwindigkeit der Elektronen klein war im Vergleich zur Lichtge-
schwindigkeit (v/c war von der Gréssenordnung 1073). Unter Vernachlissigung
der Austrittsarbeit aus der Kathode folgt aus der Energieerhaltung

1 2

—mu = eU . 6.5
2 U (65)
~— potentielle Energie

kinetische Energie

Daraus erhalten wir fiir den Impuls p die Beziehung

Einsetzen in die de Broglie-Beziehung ergibt fiir die Wellenldnge A

h
A= —— =167A, 6.7
vV2meU (67)
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was mit dem Wert fiir die Wellenldnge aus dem Winkel fiir das Beugungsmaxi-
mum in guter Naherung iibereinstimmt.

Bei der Streuung von Elektronen an Kristalloberflachen ist es wichtig Ad-
sorption? von Gas auf der Oberfliche zu vermeiden, da sonst die Eigenschaften
der Adsorbatschicht das Streuexperiment beeinflussen kénnen. Adsorption kann
vermieden werden, indem die Oberflichen im Ultrahochvakuum untersucht wer-
den. In den historischen Experimenten von Davisson und Germer waren diese
Bedingungen nur angenéhert erfiillt.

In denselben Jahren wurde von George Paget Thomson (dem Sohn von Jo-
seph John Thomson, dem Entdecker des Elektrons) und seinem Schiiler A. Reid
ein Experiment mit der Absicht durchgefiihrt, die de Broglie-Beziehung zu prii-
fen. Im Gegensatz zu Davisson und Germer benutzten diese Forscher nicht
das Oberflachengitter, sondern das Raumgitter von Kristallen zur Beugung,
d.h. Bragg-Reflexion. Dazu ist es aber notwendig, dass die Elektronen in das
Gitter eindringen, d.h. man muss schnelle Elektronen verwenden, was Beschleu-
nigungsspannungen von der Grossenordnung von 10* V entspricht. In diesem
Experiment wird das Problem der Oberflachenadsorption vermieden.

George Paget Thomson und Reid durchstrahlten sehr diinne Schichten von
regellos orientierten Mikrokristallen, wie sie sich zum Beispiel beim Aufdampfen
von Metallen im Hochvakuum auf diinne, amorphe, organische Filme ergeben
(siehe Abb. 6.3). In einer solchen polykristallinen Schicht finden sich immer
Kristalle, fiir welche die Bragg-Bedingung bei der betreffenden durch die Be-
schleunigungsspannung gegebenen de Broglie-Wellenlénge erfiillt ist. Auf diesen
Zusammenhang werden wir im Rahmen der Untersuchung des Debye-Scherrer-
Verfahrens zur Strukturanalyse polykristalliner Materialien mit Rontgen-Strahlung
im Abschnitt 7.2.2 nochmals eingehen.

Fiir eine bestimmte Ordnung n liegen die Maxima der gebeugten Strahlung
auf einem Kreis. Da verschiedene Ordnungen n auftreten und da sich zudem die
Atome im Raumgitter auf verschiedene Art und Weise zu Netzebenen zusam-
menfassen lassen, besteht das Beugungsbild aus vielen konzentrischen Kreisen.

Elektronen- Leuchtschirm

strahl
Kathode /
Abb. 6.3: Experimentauf-
' bau von George Paget
// .

Thomson und Reid:
Elektronen werden be-
schleunigt und treffen

\ N auf eine diinne poly-
kristallinen Schicht. Der

dinne polykristalline gebeugte  Strahl  wird
Schicht mittels Leuchtschirm

sichtbar gemacht.

2Als Adsorption bezeichnet man die Anreicherung von Stoffen aus Gasen oder Fliissigkeiten
an der Oberfliache eines Festkorpers.



6.1. EXPERIMENTELLER NACHWEIS DER MATERIEWELLEN 127

Bei bekannter Kristallstruktur, d.h. Gitterkonstante a, kann man aus dem
Bragg-Winkel 9 fiir ein Beugungsmaximum auf die Wellenldnge der Materiewellen
schliessen®.

Wiederum kann man auch in diesem Experiment die Wellenldnge mit Hilfe
der de Broglie-Beziehung berechnen. Nur muss bei Beschleunigungsspannun-
gen von 10* V und dariiber der Impuls relativistisch berechnet werden. Unter
Vernachldssigung der Austrittsarbeit aus der Kathode gilt aufgrund der Ener-

gieerhaltung

elU + md = vm2et + ¢?p? (6.8)

~~ —_—————
potentielle Energie  Ruheenergie relativistische Gesamtenergie
Energie des Elektrons Energie des Elektrons
vor dem Zuriicklegen nach dem Zuriicklegen

der Beschleunigungsstrecke der Beschleunigungsstrecke
Diese Gleichung ist nach p aufzulésen und das Ergebnis in die de Broglie-
Beziehung einzusetzen. George Paget Thomson und Reid erhielten befriedigende
Ubereinstimmung zwischen dem Resultat dieser Berechnung und der aus dem
Beugungsbild bestimmten Wellenlénge.

Diese beiden Experimente bestétigen die These, dass Elektronen Wellencha-
rakter zeigen.

6.1.2 Beugung von Neutronen

Beugung tritt immer auf, wenn zwischen den bewegten Materieteilchen und
den Bausteinen des beugenden Objekts eine Wechselwirkung besteht. Im Fall
der Elektronen, mit denen wir uns im letzten Abschnitt beschéaftigt haben, ist in
erster Linie die Coulomb-Wechselwirkung fiir die Streuung verantwortlich. Eben-
falls konnen magnetische Wechselwirkungen eine Rolle spielen, da das Elektron
ein magnetisches Moment hat.

Am Beispiel der Neutronenbeugung zeigt sich, dass auch ungeladene Teil-
chen sich wie Wellen verhalten. Seit man in Kernreaktoren intensive Neutronen-
quellen zur Verfiigung hat, ist die Neutronenbeugung zu einer der wichtigsten
Methoden zur Untersuchung der Struktur von kondensierter* Materie geworden.

Bei der Neutronenbeugung spielen zwei Wechselwirkungen, die von der glei-
chen Grossenordnung sein kénnen, eine Rolle:

a) Die Wechselwirkung mit den Atomkernen des beugenden Materials.

b) Bei magnetischen Materialien die Wechselwirkung des magnetischen Mo-
ments des Neutrons mit den magnetischen Momenten der Atome.

Wir untersuchen nun, welche Bedingung die Neutronen erfiillen miissen, da-
mit Beugung (Bragg-Reflexion) moglich ist: Die Bragg-Bedingung nA = 2d sin 6

3Die Bragg-Bedingung gilt sowohl fiir elektromagnetische Wellen als auch fiir Materiewellen.
4Unter kondensierter Materie versteht man Materie im gebundenen Zustand (Festkorper, Fliis-
sigkeiten, Fliissigkristalle, ...).
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ist nur erfiillbar, wenn die Wellenlénge kleiner ist als der doppelte Netzebenenab-
stand a, welcher von der Grossenordnung der Atom- bzw. Molekiilldurchmesser
ist. Eine ndhere Betrachtung des Beugungsproblems, die auch die thermische
Bewegung (Gitterschwingungen) einschliesst zeigt, dass es bei Strukturbestim-
mungen von Vorteil ist, wenn die Wellenlénge nicht sehr klein ist im Vergleich
zu den Abstédnden der Netzebenen. Die sogenannten thermischen Neutronen aus
einem Kernreaktor erfiillen diese Bedingung. Im Moderator® des Reaktors, der
aus Graphit oder (schwerem) Wasser besteht, werden die schnellen Neutronen,
die in den Brennstoffelementen durch Kernspaltung entstehen, auf thermische
Geschwindigkeiten® gebracht. Bei Temperaturen von einigen 100 K erhalten wir
mit Hilfe der Energieerhaltung aus dem Aquipartitionsprinzip %mv2 = %kBT
eine de Broglie-Wellenlénge von

p  mv  /3mkgT ~
Dies entspricht etwa einem Drittel typischer Atomabsténde in Kristallen oder
Flissigkeiten.

Wir haben an einigen Beispielen gesehen, dass nicht nur Photonen Wellen-
und Teilcheneigenschaften zeigen, sondern auch massebehaftete Teilchen, wie
Elektronen und Neutronen. Fiir die Entdeckung des Elektrons als Teilchen er-
hielt Joseph John Thomson 1906 den Nobelpreis. Sein Sohn, Georg Paget Thom-
son, wurde (zusammen mit Davisson) im Jahre 1937 fiir den Nachweis, dass
Elektronen ebenfalls Welleneigenschaften zeigen, mit dem Nobelpreis geehrt.

(6.9)

6.2 Materiewellen und der klassische Grenzfall

Wir haben im letzten Abschnitt die Beugung von Materiewellen an natiirlichen
Kristallgittern untersucht. Man kann Materiewellen (Elektronenstrahlen) aber
auch an feinen, kiinstlich hergestellten Gittern und Spalten beugen.

Wir untersuchen dazu folgendes Gedankenexperiment. Wir betrachten einen
Spalt, der nach klassischen Vorstellungen ideal sein soll, d.h. er soll Teilchen,
die von links (senkrecht) auf die Spaltebene einfallen, ungestort passieren las-
sen. Nach der klassischen Mechanik wird ein Detektor auf der rechten Seite des
Spaltes nur geradeauslaufende Teilchen messen (siche Abb. 6.4): Die Teilchen-
héufigkeit ist nur beim Winkel 9 = 0° von null verschieden.

Wie wiirde man diesen Sachverhalt mit dem Wellenbild interpretieren? Wir
wissen, dass die Teilchenh&ufigkeit P proportional zur Amplitude der gebeugten
Materiewelle ist

.2
81;25 mit 8 = %Ssinﬁ, (6.10)

wobei s die Spaltbreite ist (siche Abb. 6.5). Damit diese Haufigkeit bei 9 = 0°

P

SEin Moderator dient dazu, freie Neutronen, die bei ihrer Freisetzung meist relativ energiereich
(also schnell) sind, abzubremsen.

5Thermische Geschwindigkeiten sind typische Geschwindigkeiten der thermischen Bewegung
von Teilchen, die ein Gas oder eine Fliissigkeit ausmachen.
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— /ﬁy/
] Abb. 6.4: Nach der klassischen Mechanik
] werden bei der Beugung von Teilchen am
Spalt nur unter dem Winkel ¢ = 0° Teil-
Spalt Schirm  chen auf dem Schirm registriert.

zusammengedriangt wird, muss A/s gegen null streben. Bei endlicher Spaltbreite
muss also die de Broglie-Wellenlinge A = h/p gegen null streben, damit die
nach der klassischen Mechanik erwartete Winkelverteilung resultiert. Mit

muv

Pp=—T7——
2
Vi-i

bedeutet dies, dass die Masse m gross sein muss. Praktisch heisst das, dass sich
makroskopische Koérper nach den Gesetzten der klassischen Mechanik bewegen
und erst bei kleinen Massen die Welleneigenschaften der Materieteilchen zum
tragen kommen. Wir verdeutlichen dies an zwei Beispielen.

mit v/c < 1 und v # 0 (6.11)

a) Makroskopische Verhiltnisse:

Mit m = 1073 kg, v = 1072 m/s und s = 1072 m ergibt sich fiir die Win-
kelbreite AY des Hauptmaximums (Abstand zwischen den beiden ersten
Minima)
2\ 2h
AYy="="=13-107%~0. (6.12)
s muvs
Wir erhalten also einen vernachléssigbar kleinen Wert.

b) Atomare Dimensionen:

Wir betrachten Elektronen mit einer Energie von 54 eV, die einen Spalt
passieren, dessen Breite von der Grossenordnung s = 1000 A ist. Die de
Broglie-Wellenléinge betriigt nach (6.7) A = 1.67 A, sodass wir folgende
Winkelbreite A des Hauptmaximums erhalten

2
AY = ?)‘ =3.3-1073(%0.2°). (6.13)

Abb. 6.5: Nach dem Wellenbild ergibt sich
bei der Beugung von Teilchen am Spalt auf
Teilchen-  dem Schirm ein Beugungsmuster, d.h. Teil-

haufigkeit  chen werden unter beliebigen Winkeln 1 re-
Spalt Schirm gistriert.

I
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Die Welleneigenschaften kommen also zum tragen: Obwohl alle Teilchen
auf der linken Seite des Spalts gleich prépariert wurden, laufen sie auf der
rechten Seite unter (messbar) verschiedenen Winkeln aus.

Betrachtet man nun einen so kleinen Teilchenstrom, dass sich zu jedem
Zeitpunkt nur ein einziges Teilchen in der Apparatur aufhélt, dann findet
man (nach geniigend langer Zeit) dieselbe Winkelverteilung sin? 3/4% wie
im Fall eines starken Teilchenstroms, wo sich gleichzeitig viele Teilchen
in der Apparatur befinden. Die Winkelverteilung kommt also nicht aus-
schliesslich durch Interferenz zwischen verschiedenen Teilchen zustande,
sondern:

Die Materiewelle gibt auch bei einem einzelnen Teilchen die richtige Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit und darf somit auch zur Beschreibung eines Einteilchensys-
tems beniitzt werden.

6.3 Die Wellenfunktion

Wir haben bereits erkannt, dass Materie Welleneigenschaften zeigen kann und
sich diese auch experimentell beobachten lassen. Zusétzlich wissen wir aus dem
letzten Abschnitt unter welchen Bedingungen dieser Wellencharakter beobacht-
bar wird. Wir formulieren nun als nichstes eine solche Welle, die sogenannte de
Broglie- Welle, mathematisch als sogenannte Wellenfunktion.

Als Ansatz fiir eine ebene harmonische Materiewelle 1 (z,t), die sich lings
der x-Achse fortpflanzt, schreiben wir

U(w, t) = Aeke—wt) | (6.14)

mit der Wellenzahl £ = 27 /A und der Amplitude der Welle A. Mit der de
Broglie-Beziehung A = h/p und mit & = h/27 erhalten wir p = hk. Da sowohl
p als auch k Vektoren sind, kénnen wir auch schreiben

7= hk. (6.15)

Dies ist eine andere Schreibweise der de Broglie-Beziehung. Damit ergibt sich
fiir die ebene harmonische Materiewelle

W(x,t) = AellPr/h=wt), (6.16)

Es ist zu bemerken, dass wir die Welle als komplexe Funktion schreiben. Dabei
entspricht der Funktion v (x,t) keine direkte physikalische Messgrosse. Daher
kann diese sehr wohl komplexe Werte annehmen. Hingegen sind messbare Gros-
sen, wie z.B. die Aufenthaltswahrscheinlichkeit (Teilchenhéufigkeit), reell.

Ausgehend vom Wissen, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit materieller
Teilchen proportional zum Quadrat der Amplitude der Materiewelle ist, postu-
lieren wir:
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Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen am Ort z zur Zeit ¢t anzutreffen, ist pro-
portional zu ¢ (x,t)yY*(x,t), d.h. zum Quadrat des absoluten Betrags der Wel-
lenfunktion ¢ (z,t).

In den folgenden Kapiteln werden wir uns noch detaillierter mit diesem Pos-
tulat auseinandersetzen.

Nachdem wir nun eine Form fiir die ebene harmonische Materiewelle gefun-
den haben und auch deren Definition, stellt sich noch die Frage, welche phy-
sikalische Groésse fiir w zu verwenden ist. Es ist naheliegend, die fiir Photonen
giltige Beziehung F = hw auf die Materiewellen anzuwenden, analog wie die
Beziehung A = h/p von den Photonen iibernommen wurde. Wir schreiben also
fiir die totale Energie eines Materieteilchens £ = hw, wobei w die Frequenz der
de Broglie-Welle ist.

Damit kann die ebene harmonische Materiewelle, die de Broglie- Welle, wie
folgt geschrieben werden

1D: ¥(x,t) = Aet/Mpr—ED), (6.17)
3D: Y(F,t) = Ae¥/MPTEY, (6.18)

6.4 Wellenpakete

Gehen wir von einer ebenen harmonischen Materiewelle t(xz,t) = A/ pr—FEt)
aus, die wir im letzten Abschnitt kennengelernt haben und berechnen die ent-
sprechende Aufenthaltswahrscheinlichkeit, so erhalten wir den folgenden kon-
stanten Wert ¢ (z,t)1*(z,t) = A% Das bedeutet, dass die ebene harmonische
Welle ein Teilchen beschreibt, dessen Aufenthaltswahrscheinlichkeit entlang der
gesamten x-Achse konstant ist. Daher kann man einem durch eine solche Wellen-
funktion beschriebenen Teilchen keine eindeutige Position im Raum zuweisen.

Um nun ein Teilchen zu beschreiben, dessen Aufenthaltswahrscheinlichkeit
in einem bestimmten Bereich des Raums gross ist, verwendet man eine Superpo-
sition (Uberlagerung) von harmonischen Wellen verschiedener Frequenzen. Die
Uberlagerung sollte so beschaffen sein, dass sich dabei eine Wellengruppe aus-
bildet (sieche Abb. 6.6). In der Quantenmechanik spricht man auch von einem
Wellenpaket. Ein Wellenpaket ist also eine Welle, deren Amplitude nur in einem
begrenzten Raumgebiet ungleich Null ist und deshalb ein Teilchen beschreibt,
dessen Aufenthaltsbereich auf dieses Raumgebiet beschréankt ist.

FEin dhnlicher Zusammenhang ist bekannt aus der Beschreibung von elektro-
magnetischen Wellen. Bei ebenen Wellen ist die Intensitat der Welle iiber den
ganzen Raum gleichméssig verteilt. Um im Raum lokalisierte elektromagnetische
Pulse zu beschreiben, betrachtet man Uberlagerungen von Wellen verschiedener
Frequenzen.
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W(x)

Abb. 6.6: Momentaufnahme eines Wellen-
pakets, das ein Teilchen darstellt, das sich
im Raumgebiet Az aufhilt. Auf die Be-
deutung der Gruppengeschwindigkeit v,
. und Phasengeschwindigkeit vp, wird im
Ax Text eingegangen.

6.4.1 Gruppen- und Phasengeschwindigkeit von Materiewellen

Als néchstes widmen wir uns der Frage, mit welcher Geschwindigkeit sich ein
Teilchen fortbewegt, welches durch ein Wellenpaket beschrieben ist. Da die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit des betrachteten Teilchens nur innerhalb der Wel-
lengruppe gross ist, interpretiert man die Gruppengeschwindigkeit vg, d.h. die
Geschwindigkeit, mit der sich ein Wellenpaket als Ganzes fortbewegt, als Ge-
schwindigkeit des Teilchens.

Die Phasengeschwindigkeit vpn = w/k einer Materiewelle gibt an, mit wel-
cher Geschwindigkeit sich Stellen konstanter Phase bewegen. Sie unterscheidet
sich von der Gruppengeschwindigkeit vy, wenn die Phasengeschwindigkeit ei-
ner Welle von der Frequenz abhéngt. Dieses Phanomen nennt man Dispersion.
Die Dispersion wird durch die Funktion w(k) beschrieben (siche Abb. 6.7). Ist
vph = w/k unabhéngig von k so haben wir keine Dispersion. Héngt hingegen
vph von k ab, so haben wir Dispersion. Auf die genauere Bedeutung der Pha-
sengeschwindigkeit gehen wir im Abschnitt 6.5 ein.

Unser néchstes Ziel ist es einen Ausdruck fiir die Gruppengeschwindigkeit
vg zu definieren. Sind die k-Werte der superponierten Wellen alle in der Nédhe
desselben Werts kg, dann éndert sich (zumindest bei stetigem Verlauf der Funk-
tion w(k)) die Gestalt des Wellenpakets nur schwach im Laufe der Zeit (siehe
Abb. 6.7). Das Wellenpaket bewegt sich dann mit der Gruppengeschwindigkeit

dw

Vg = — . (6.19)

Ak =y

w w
keine Dispersion
Dispersion P

Abb. 6.7: Beschreibung der Dispersion
durch die Funktion w(k): Hangt w li-
K | Dhear von k ab, so liegt keine Dispersi-

Ko on vor, ansonsten spricht man von Di-
Vpn = W / k = konstant Ven = W/ k # konstant  gpersion.
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Bemerkung:

Jedoch muss man auch Wellenpakete in Betracht ziehen, bei denen sich die k-
Werte der superponierten Wellen iiber einen grosseren Bereich Ak erstrecken.
Das Wellenpaket kann dann als Superposition von vielen ,Subpaketen“ ¢, die
sich mit der ihnen eigenen Gruppengeschwindigkeit vy, = dw/dk|;_;. bewegen,
aufgefasst werden. Das Gesamtpaket lduft also auseinander. Wenn die Breite
des Wellenpakets bei ¢t = 0 Az|, betrégt, dann wéchst sie in der Zeit t auf

d2
Az, =2 Az, + Avg t mit Avg = (dl;;> Ak. (6.20)
Immerhin kann man auch in diesem Fall einen ,Schwerpunkt* des Wellenpakets
definieren und ihm eine Gruppengeschwindigkeit v, zuschreiben

_dw

= - (6.21)

Vg

k=k

6.5 Phasengeschwindigkeit und Brechung von Mate-
riewellen

In diesem Abschnitt gehen wir genauer auf die Bedeutung der Phasengeschwin-
digkeit von Materiewellen ein und betrachten in diesem Zusammenhang das
Phénomen der Brechung, welches auch aus der Optik bekannt ist.

Bei jeder (harmonischen) Welle ist die Phasengeschwindigkeit gegeben durch
vph = AV = w/k. Diese Beziehung gilt auch fiir Materiewellen. In diesem Fall
ist A\ = h/p und v = E/h einzusetzen, so dass v, = E/p. Bezeichnen wir die
Teilchengeschwindigkeit mit v und die Ruhemasse mit mg, dann gilt fiir ein
relativistisches Teilchen

p = ymov, (6.22)
E = ymgc? (6.23)

mit v = 1/4/1 —v?/c?. Wir erkennen daher, dass die Phasengeschwindigkeit
der Materiewellen umgekehrt proportional zur Teilchengeschwindigkeit ist

62

Vph = —. (6.24)

Da die Teilchengeschwindigkeit v die Lichtgeschwindigkeit ¢ nicht {iberschreiten
kann, ist die Phasengeschwindigkeit immer grosser als die Lichtgeschwindigkeit.

Trotzdem ist die Phasengeschwindigkeit der Materiewellen nicht ganz ohne
physikalische Bedeutung. Da das Plancksche Wirkungsquantum im Ausdruck
fiir vpp nicht vorkommt, ist zu erwarten, dass man mit der Phasengeschwindig-
keit Phdnomene beschreiben kann, die auch aufgrund der klassischen Mechanik
verstidndlich sind. Vom Wellenstandpunkt aus miissen es Phdnomene sein, bei
denen die Wellenldnge nicht eingeht, denn diese enthélt das Plancksche Wir-
kungsquantum. Beugungserscheinungen kommen also nicht in Frage. Es gibt
aber Wellenphénomene, die nur durch die Phasengeschwindigkeit bestimmt sind.
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Ein einfaches Beispiel ist die Brechung an der Grenzflache zweier Gebiete mit
verschiedenen Phasengeschwindigkeiten auf das wir hier kurz eingehen.

Das Brechungsgesetz kann mit Hilfe des Huygens-Prinzips erklart werden.
Dieses ist ein rein kinematisches (um nicht gar zu sagen rein mathematisches)
Prinzip und muss als solches fiir jede Welle gelten, insbesondere auch fiir Mate-
riewellen. Fir eine Grenzflache zwischen zwei Gebieten I und II mit den Pha-
sengeschwindigkeiten vlljh und v}I)Ih gilt allgemein (siche Abb. 6.8)

. I

sinfy  Upp
o

Vgl

= 2
sin 92 (6 5)

Im Fall von Schall- oder elektromagnetischen Wellen sind die Gebiete I und

IT verschiedene Materialien, deren physikalische Eigenschaften die Phasenge-
schwindigkeiten bestimmen. Fiir Schallwellen gilt

E
e 6.26
p ; (6.26)

wobei F das Elastizitdtsmodul und p die Dichte des Materials bezeichnen. Fiir
elektromagnetische Wellen gilt

Uph = (6.27)

\/a?
wobei e die Dielektrizitdtskonstante und p die magnetische Permeabilitdt des
Materials bezeichnen.

An einem einfachen Beispiel illustrieren wir nun, dass die Brechung der Mate-
riewellen durch das Kraftfeld bestimmt ist, in welchem sich die Teilchen bewegen
und dass das Brechungsgesetz die Bahn des Teilchens liefert, die es aufgrund der
klassischen Mechanik durchlaufen wiirde. Die klassische Bahn stimmt dann mit
der Erfahrung {iberein, wenn keine Beugung auftritt, d.h. wenn die de Broglie-
Wellenldnge sehr klein ist im Vergleich zur Breite der Spalte und im Vergleich
zu den Lineardimensionen der Gebiete, in welchen das Kraftfeld eine Ablenkung
des Teilchens bewirkt.

Das Experiment (siehe Abb. 6.9) findet in einem evakuierten Geféss statt,
damit die Teilchen (Elektronen) sich frei von Kollisionen ausbreiten kénnen. Die
aus einer Gliihkathode K austretenden Elektronen werden durch ein zwischen
K und A angelegtes elektrisches Feld beschleunigt und unter dem Winkel 6; bei

Phasen- |
geschwindigkeit o,
V:;h

Phasen-

geschwindigkeit O,
vl Il Abb. 6.8: Die Brechung von Materiewel-

len an der Grenzflache zweier Gebiete mit
verschiedenen Phasengeschwindigkeiten.




6.5. PHASENGESCHWINDIGKEIT UND BRECHUNG 135

B in den Metallkasten I eingeschossen. Dabei ist schon bei niedrigen Beschleu-
nigungsspannungen Uy die de Broglie-Wellenldnge A der Elektronen so klein,
dass man Beugung an den Blenden der Apparatur vernachlissigen kann. Zum
Beispiel erhalten wir fiir Uy = 54 eV eine Wellenliinge von A = 1.67 A. Damit
ist eine klassische Berechnung der Elektronenbahn gerechtfertigt.

Das Potential des Kastens I gegeniiber der Erde sei —U. Im Innern des
Kastens I herrscht kein elektrisches Feld, wenn wir von der sehr kleinen Ladung
des Elektronenstrahls absehen. Wir kénnen also davon ausgehen, dass sich die
Elektronen mit einer konstanten Geschwindigkeit ¥7 bewegen.

Bei C treten die Elektronen aus dem Kasten I durch ein Loch aus, um dann
bei D in den leitenden Kasten II einzutreten, der geerdet ist. In diesem Kasten
bewegen sie sich mit der konstanten Geschwindigkeit #71. Diese unterscheidet
sich von 7, da zwischen den beiden Késten durch den Potentialunterschied ein
elektrisches Feld herrscht, in welchem die Elektronen noch einmal beschleunigt
werden. Dieses Feld ist entlang der y-Achse gerichtet und beeinflusst daher nur
die y-Komponente der Geschwindigkeit. Die x-Komponente ist in beiden Késten
gleich, d.h. es gilt

vrsin 07 = vy sin Os. (6.28)

Somit erhalten wir aufgrund dieser auf der klassischen Mechanik und dem Elek-
tromagnetismus aufbauenden Berechnung folgendes Resultat

sin 91 V11

= . 6.29
sin 6o U1 ( )

Dasselbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir mit de Broglie-Wellen rechnen und in

das Brechungsgesetz (6.25) fiir die Phasengeschwindigkeit (6.24), d.h. vy, = ¢%/v
einsetzen

. I
sinfy vy, Alup v

: = = = —. 6.30
sin 69 vII)Ih 2/ U1 ( )
Diese Ubereinstimmung ist ein Hinweis dafiir, dass die de Brogliesche Wellenme-

chanik die klassische Mechanik als Grenzfall einschliesst, ndmlich als Grenzfall
vernachlassigbarer Beugung.

y Elektronen-
strahl
©- !
Yoo 5
VI\/—E l

, o ‘C Abb. 6.9: Experimentaufbau
o+ zur Brechung von Materie-
D:EE\_V“ ' wellen. Auf die einzelnen
= Bestandteile der Versuchs-
-4 Oz, anordnung wird im Text

x eingegangen.
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6.6 Die Dispersion von de Broglie-Wellen

Die Anwendung der urspriinglich fiir die Photonen betrachteten Beziehungen

p = hk, (6.31)
E = hw (6.32)

auf Materiewellen, was zur Form
Y(x,t) = Aet/Mpr=ED (6.33)

fiir die de Broglie-Welle fiihrte, war ein Schritt, den wir nun verifizieren bzw. mo-
tivieren mochten. Wir betrachten dazu ein Teilchen, welches durch ein Wellen-
paket (superponierte de Broglie-Wellen) beschrieben wird. Wenn die de Broglie-
Wellen die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens liefern sollen, muss nach
Abschnitt 6.4.1 eine Gruppengeschwindigkeit v, resultieren, die gleich der klas-
sischen Teilchengeschwindigkeit v ist. Dies {iberpriifen wir nun.

Aus (6.31) und (6.32) erhalten wir fiir die Gruppengeschwindigkeit

_dw _dE
T4k dp’

Wir zeigen nun, dass dieser Ausdruck sowohl fiir nicht-relativistische als auch
fiir relativistische Teilchen der Teilchengeschwindigkeit v entspricht:

(6.34)

Vg

a) Fir nicht-relativistische Teilchen gilt

p2
E=—+V, (6.35)

2m
wobei die potentielle Energie V' nicht vom Impuls p abhéngen soll. Daraus
ergibt sich fiir die Gruppengeschwindigkeit

_dE d p? P

=~ == £ _y 6.36
Ve dp dp2m m Y ( )
b) Fiir relativistische Teilchen gilt

2

oL — (6.37)
V1—0v%/c?

mov
= — 6.38
ey (6.38)

Aus (6.38) folgt

I — (6.39)

VPE+m3

E = \/c?p? + mic*. (6.40)

Daraus erhalten wir fiir die Gruppengeschwindigkeit

dE cp
Vg = —— =

= - =)
dp  \/p? + mdc?

Einsetzen in (6.37) ergibt

(6.41)
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D.h. sowohl relativistisch als auch nicht-relativistisch ist die Gruppenge-
schwindigkeit v, einer Materiewelle gleich der Teilchengeschwindigkeit v. Da-
her ist die Anwendung der fiir die Photonen gefundenen Beziehungen (6.31)
und (6.32) auf Teilchen gerechtfertigt, d.h. die de Broglie-Wellenmechanik an-
wendbar.

Hier weisen wir noch einmal auf einen wichtigen Unterschied zwischen Photo-
nen und Materieteilchen hin. Dazu ist es instruktiv, die Energie-Impuls-Beziehung (6.40)
fiir Materieteilchen mit der entsprechenden Beziehung fiir Photonen F = ¢p zu
vergleichen (siche Abb. 6.10). Dabei findet man, dass das Photon einem Teilchen
im Grenzfall verschwindender Ruhemasse m entspricht. Beim Photon im Vaku-
um zeigt sich keine Dispersion und es gilt vy = vy = ¢. Daher haben Wellenpa-
kete bei beliebigen Frequenzen im Vakuum dieselbe Gruppengeschwindigkeit. Im
Gegensatz dazu zeigt ein massebehaftetes Teilchen Dispersion, d.h. verschiedene
Frequenzkomponenten eines Wellenpakets haben verschiedene Ausbreitungsge-
schwindigkeiten.

Um diese Tatsache nochmals zu verdeutlichen, betrachten wir den nicht-
relativistischen Grenzfall (v < ¢) der Energie-Impuls-Beziehung (6.40). Wir
erhalten

E =\/c?p? + m3ct

2,2

c
= moc2 1+ Tp4
mge

h2k?
= my® + @ — (6.42)
SN—— 2m0
Ruheenergie ~—~—
kinetische Energie

wobei wir im letzten Schritt die Beziehung p = ik verwendet haben. Mit E = hw
erhalten wir
E moc? hk?

k) = = — .
wik) =% h T 2me

(6.43)

Teilchen mit
Ruhemasse mo

\ Abb. 6.10: Vergleich der Energie-Impuls-

Photon: E = ¢cp

mMoC? Beziehung eines Materieteilchens mit Ru-
hemasse mg mit der entsprechenden Be-

p ziehung fiir Photonen.
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Somit gilt dw/0k o< k und wir haben Dispersion.

6.7 Zusammenfassung

- Massebehaftete Teilchen zeigen in geeigneten Experimenten neben Teilchen-
auch Welleneigenschaften. Nach dem Postulat von de Broglie (1923) kann
Teilchen mit Impuls p eine Materiewelle mit Wellenlénge

h

A= (6.44)

zugeordnet werden, wobei h das Plancksche Wirkungsquantum ist.

- Erste experimentelle Nachweise der Welleneigenschaften von Teilchen er-
folgten in den Jahren 1923 - 1927 durch Davisson und Germer sowie Ge-
orge Paget Thomson und Reid mit Elektronen. Davisson und Thomson
erhielten fiir diese Entdeckung 1937 den Nobelpreis in Physik.

- Die Welleneigenschaften von massebehafteten Teilchen kommen nur bei
kleinen Massen zum Vorschein. Bei grossen Massen lassen sich Teilchen
durch die klassischen Gesetze beschreiben.

- Die mathematische Beschreibung der Materiewelle erfolgt durch eine Wel-
lenfunktion ¢ (z,t). Dieser Funktion v (z,t) entspricht keine direkte Mess-
grosse. Jedoch gilt, dass die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen am Ort x zur
Zeit t anzutreffen proportional zu ¢ (z,t)Y* (z,t) ist.

Die ebene harmonische Materiewelle, die de Broglie-Welle, ist gegeben
durch

1D: o)(z, t) = Ae!/pe=Et), (6.45)
3D: (7, t) = AeV/MPTEY, (6.46)

wobei p den Impuls und E die Energie des Teilchens beschreiben.

- Die ebene harmonische Materiewelle (1D) beschreibt ein Teilchen, dessen
Aufenthaltswahrscheinlichkeit entlang der gesamten x-Achse konstant ist.
Es ist also nicht mdéglich einem solchen Teilchen eine eindeutige Position
im Raum zuzuweisen.

Ein Teilchen, dessen Aufenthaltsbereich auf ein Raumgebiet beschrinkt
ist, wird durch eine Uberlagerung (Superposition) von ebenen harmoni-
schen Wellen verschiedener Frequenz beschrieben, d.h. durch ein Wellenpa-
ket. Die Geschwindigkeit des Teilchens ist dabei gegeben durch die Grup-
pengeschwindigkeit vy = dw/dk|g=,, d.h. durch die Geschwindigkeit, mit
der sich das Wellenpaket als Ganzes fortbewegt. Im Gegensatz dazu gibt
die Phasengeschwindigkeit vpn, = w/k einer Materiewelle die Geschwindig-
keit an, mit der sich Stellen konstanter Phase bewegen. Héngt die Pha-
sengeschwindigkeit von der Frequenz ab, so spricht man von Dispersion.
Bei Dispersion unterscheiden sich Phasen- und Gruppengeschwindigkeit.
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- Die Phasengeschwindigkeit einer Materiewelle eines relativistischen Teil-
chens lisst sich schreiben in der Form wvpp = ¢?/v, wobei v die Teilchen-
geschwindigkeit ist. Die Phasengeschwindigkeit ist also immer grosser als
die Lichtgeschwindigkeit. Trotzdem ist sie aber nicht ganz ohne physikali-
sche Bedeutung. Da das Plancksche Wirkungsquantum im Ausdruck nicht
vorkommt, sind es aufgrund der klassischen Mechanik verstdndliche Phé-
nomene wie die Brechung an der Grenzflaiche zweier Gebiete, die durch
die Phasengeschwindigkeit beschrieben werden kénnen.

- Zur Aufstellung der de Broglie-Welle t(x,t) = Ae?/"P»=Et) dienten die
urspriinglich fiir Photonen betrachteten Beziehungen p = hk und F =
hw. Dieses Vorgehen wird bestétigt durch das Ergebnis, dass die Grup-
pengeschwindigkeit v, eines Wellenpakets aus superponierten de Broglie-
Wellen, welches ein nicht-relativistisches oder ein relativistisches Teilchen
beschreibt, gleich der Teilchengeschwindigkeit v ist.

Obwohl Photonen und Materieteilchen viele Gemeinsamkeiten haben, gibt
es doch einen wichtigen Unterschied. Das Photon entspricht einem Teil-
chen verschwindender Ruhemasse und zeigt daher im Vakuum keine Di-
spersion. Ein massebehaftetes Teilchen zeigt hingegen Dispersion, d.h. ver-
schiedene Frequenzkomponenten eines Wellenpakets haben verschiedene
Ausbreitungsgeschwindigkeiten.
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Kapitel 7

Das Atom

Das Wort Atom kommt aus dem Griechischen und bedeutet unteilbar. Als Atom
wird dementsprechend der kleinste unverénderliche Bestandteil eines chemischen
Elements bezeichnet. In diesem Kapitel untersuchen wir charakteristische Eigen-
schaften, wie Masse und Grosse, von Atomen, betrachten die Kategorisierung
der Atome im Rahmen des Periodensystems der Elemente, beleuchten die Unter-
suchungsmethode Massenspektroskopie und lernen das Rutherfordsche Atom-
modell kennen, welches Ernest Rutherford aufgrund seiner Streuversuche von
a-Teilchen an Atomen formulierte. Es dient insbesondere als Grundlage fiir das
Bohrsche-Atommodell, das wir in Kapitel 8 besprechen werden.

7.1 Die Atommasse

Atommassen werden in sogenannten relativen Atommassen A, angegeben. Ex-
perimentell hat man festgestellt, dass alle Atome eine Masse haben, die un-
gefahr einem Vielfachen der Masse des Wasserstoffatoms entspricht. Deshalb
wurde eine atomare Masseneinheit 1 u eingefiihrt, welche ungefihr der Mas-
se eines Wasserstoffatoms entspricht. Dementsprechend wéaren zum Beispiel die
relativen Atommassen A,q fiir Stickstoff (V) und Sauerstoff (O) gegeben durch

Aret(N) ~ 14 u, (7.1)
Arel(o) ~ 16 u.

Ab 1961 verwendete man aus experimentellen Griinden (prizisere Messungen
von Atommassen) eine neue Definition der atomaren Masseneinheit

1 u = 1/12 der Masse eines neutralen Kohlenstoffatoms ;2C, (7.3)

wobei 12 die Massenzahl A und 6 die Kernladungszahl Z bezeichnen. Auf die
Bedeutung von Massenzahl A und Kernladungszahl Z wird in Abschnitt 7.3
ndher eingegangen.

Den Zusammenhang zwischen den relativen und den absoluten Atommassen
ergibt sich aus dem Begriff des Mols. 1 mol ist die Stoffmenge, welche so viel
Gramm wiegt, wie das relative Atomgewicht A, angibt. Demzufolge ergibt
sich zum Beispiel fiir die Masse von 1 mol Kohlenstoff éQC 12 g. Nach Lorenzo
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Avogadro ist die Zahl der Atome oder Molekiile einer Substanz, welche in 1
mol enthalten sind immer gleich. Die Zahl wird mit Ny bezeichnet und heisst
Avogadro-Konstante. Entsprechend der Definition fiir die atomare Masseneinheit
1 u, wird die Avogadro-Konstante Na als die Anzahl Kohlenstoffatome in 12 g
éQC definiert. Sie ist gegeben durch

Na = 6.022 - 10%® mol . (7.4)

Damit ergibt sich fiir die absolute Atommasse m einer Substanz

Arel

m:NA.

(7.5)

Wir gehen nun kurz auf einige experimentelle Methoden zur Bestimmung der
Avogadro-Konstante ein:

a) Elektrolyse

Bei der Elektrolyse wird ein Strom durch eine Fliissigkeit geleitet. Dazu
werden zwei Elektroden (Kathode und Anode) in die Fliissigkeit einge-
fithrt. Aufgrund des Stroms wird an den Elektroden eine Stoffmenge ab-
gelagert, welche proportional zur Ladung ist, die in derselben Zeit durch
die Fliissigkeit geflossen ist. Aufgrund dieses Gesetzes (Faraday-Gesetz)
lasst sich aus einer Messung der abgeschiedenen Masse m, der Strom-
stiarke I und der Zeit t die Avogadro-Konstante N bestimmen. Fiir eine
einwertige Substanz gilt die Formel
Al lt

Np = . 7.6
A me (7.6)

b) Gas- und Boltzmann-Konstante

Zwischen der Gaskonstante R, der Boltzmann-Konstante kg und der Avo-
gadro-Konstante N gilt der folgende Zusammenhang

Ny = R/kg. (7.7)

Demzufolge lasst sich die Avogadro-Konstante Na aus der Gas- und Boltz-
mann-Konstante bestimmen.

c) Rontgen-Beugung
Wie in Abschnitt 3.4.2 besprochen, lédsst sich mittels Rontgen-Licht be-
kannter Wellenlénge die Gitterkonstante a bzw. das Volumen Vo eines
Atoms bestimmen. Die Avogadro-Konstante N ergibt sich dann aus fol-
gender Formel

M

N = ;
pVAtom

(7.8)

wobei M die Molmasse (entspricht bei Atomen dem relativen Atomgewicht
Arel) und p die Dichte bezeichnet.
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7.2 Die Atomgrosse

Fiir die Bestimmung der Grosse von Atomen gibt es eine Vielzahl von Méog-
lichkeiten. Weit verbreitet sind Streuexperimente, auf die wir als erstes néher
eingehen werden.

7.2.1 Streuexperimente

Bei einem typischen Streuexperiment (siche Abb. 7.1) trifft ein Teilchenstrahl
(aus Atomen oder Molekiilen) mit Ny Teilchen, Strahlquerschnittsflache A und
Teilchenradius r1 auf eine diinne Schicht der Dicke dz von Atomen mit Radius
ro und Dichte n. Die Frage die nun untersucht wird ist: Wie viele Teilchen aus
dem Strahl stossen mit Atomen aus der diinnen Schicht zusammen? Oder in
anderen Worten: Welcher Anteil der Teilchen aus dem einfallenden Strahl kann
die Schicht nicht ungestort passieren?

Um diese Frage zu beantworten, filhren wir eine neue Groésse ein, den Wir-
kungsquerschnitt. Der Wirkungsquerschnitt o ist eine Fliache, welche folgender-
massen definiert ist: Begegnen sich einfallendes und ruhendes Teilchen innerhalb
der Fliche o, so kommt es zum Zusammenstoss (zu einer Wechselwirkung), an-
sonsten nicht. Daher ist in unserem Fall der Wirkungsquerschnitt o gegeben
durch (siehe Abb. 7.2)

o= 7T(T’1 + 7“2)2. (7.9)

Mit Hilfe des Wirkungsquerschnitts konnen wir nun die Wahrscheinlichkeit W
angeben, mit der ein einfallendes Teilchen innerhalb der Schicht einen Stoss
erfahrt. Sie ist gegeben durch die Anzahl der Fille in denen ein Stoss auftritt
geteilt durch die Gesamtzahl der Fille

Fléache aller Wirkungsquerschnitte im durchschossenen Volumen
Querschnittsflache des einfallenden Strahls A

> O
== (7.10)
Dabei nehmen wir an, dass die Querschnittsflichen der Teilchen im durchschos-
senen Volumen nicht iiberlappen. Dies ist erfiillt, wenn die Dichte im betrach-
teten Volumen ausreichend gering ist.

Wir gehen einen Schritt weiter indem wir eine Schicht der Lange L (in Strahl-
richtung) betrachten und die Anzahl der transmittierten Teilchen des einfal-
lenden Teilchenstrahls bestimmen. Dabei gehen wir von der zuvor betrachte-
ten Situation aus und zerlegen das Volumen in diinne Schichten der Dicke dzx.

2

No, I N
T ‘ o Abb. 7.1: Schematischer Aufbau eines
Al — o— ‘ o— typischen Streuexperiments: Ein Teil-
‘ chenstrahl mit Ny Teilchen, Strahlquer-
oo ‘ o schnittsfliche A und Teilchenradius 7y
trifft auf eine diinne Schicht der Dicke dx

dx von Atomen mit Radius ro und Dichte n.
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( ) . Abb. 7.2: Illustration zur Berechnung
des Wirkungsquerschnitts: Zusammen-
stoss zwischen einfallenden Teilchen mit

Radius r; und ruhendem Teilchen mit Ra-
dius rs.

Treten in eine solche diinne Schicht N’ Teilchen ein, so erleidet ein Bruchteil
dN' = —W N’ einen Stoss und wird abgelenkt. Somit erhalten wir mit (7.10)
fiir den Anteil der in der Schicht dz gestreuten Teilchen

dN’ W N’ nAdzxo
- _ = — = — ) A1
N I 1 nodz (7.11)

Den Anteil der transmittierten Atome auf der gesamten Lénge L erhalten wir
durch Integration

N / L
dN /
= —no dz. 7.12
o N ; (7.12)

Fiir die Zahl N der transmittierten Teilchen ergibt sich
N =Ny e oL (7.13)

und fir die Zahl der abgelenkten Teilchen erhalten wir
No— N = Ny (1 —e 5, (7.14)

Das Produkt no = « wird dabei als makroskopischer Streukoeffizient bezeichnet.
Um nun die Grosse eines Atoms zu bestimmen, geht man folgendermassen
vor:

1. Man fiihrt ein Streuexperiment durch und bestimmt die Anzahl der ein-
fallenden Teilchen Ny und der austretenden Teilchen IV, sowie die Teil-
chendichte n und die Lange L des Streukorpers.

2. Mit Hilfe von (7.13) bestimmt man aus den experimentell bestimmten
Grossen Ny, N, n und L den Wirkungsquerschnitt o.

3. Mit (7.9) erhdlt man die Summe der Radien der einfallenden Teilchen
(Atome) und den Atomen des Streukorpers. Sind diese Atome identisch
(ri =ra =), so ergibt sich der Atomradius r und somit die Grosse eines
Atoms.
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Atomgrossen werden experimentell oft nicht mittels dem Wirkungsquer-
schnitt o sondern mittels der mittleren freien Wegldnge £ bestimmt. Diese ist
folgendermassen definiert: ¢ ist die Strecke, nach der nur noch ein Anteil von
1/e (~ 37%) der eintreffenden Teilchen Ny nicht gestreut worden sind, d.h. es
gilt

—_ = = einoé_ (715)
Daraus ergibt sich fiir die mittlere freie Weglénge ¢ der folgende Ausdruck
(= —. (7.16)

Unter der Annahme von r; = r9 = r erhalten wir

1

Wiirde man auch die Bewegung der gestossenen Teilchen, die wir bis jetzt ver-
nachléssigt haben, beriicksichtigen, so dndert sich die Form dieses Ausdrucks
folgendermassen

0 1
C4m/2r2n’

Betrachtet man anstelle von Teilchen Licht, so gilt fiir dessen Intensitét I nach
dem Durchgang durch eine absorbierende Schicht der Dicke z

(7.18)

I=1Iye o, (7.19)

Dieses Gesetz wird Beersches Gesetz genannt. Dabei entspricht I der durchge-
henden Lichtintensitéit, Iy der einfallenden Lichtintensitdt und o der Absorpti-
onskonstante der absorbierenden Schicht.

7.2.2 Weitere Methoden zur Bestimmung der Atomgrosse

a) Bestimmung der Atomgrésse aus dem Kovolumen

Ein reales Gas kann niherungsweise mit der Van der Waals-Gleichung!
beschrieben werden

(p+3) (v —b) = AT, (7.20)

wobei p der Druck, V' das Volumen, R die Gaskonstante, T" die Temperatur
und a und b zwei Konstanten sind, welche folgende Bedeutung haben: Auf-
grund der kurzreichweitigen Abstossung zwischen den Atomen in einem
Gas steht dem Gas nur das reduzierte Volumen V — b zur Verfiigung und
wegen der langreichweitigen Abstossung ergibt sich ein zusétzlicher Druck

!'Der Namensgeber Johannes van der Waals erhielt fiir seine Arbeiten iiber die Zustandsglei-
chung von Gasen und Fliissigkeiten und insbesondere fiir das Aufstellen dieser Gleichung
1910 den Nobelpreis in Physik.
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a/V?. Die Konstante b ldsst sich niherungsweise aus dem pV-Diagramm
bestimmen und entspricht dem vierfachen Wert des Volumens aller Atome
in 1 mol

4
b= 4§T3NA, (7.21)

wobei N die Avogadro-Konstante ist. Daraus lésst sich das Atomvolumen
bzw. den Atomradius bestimmen.

Bestimmung der Atomgrosse mittels Rontgen-Beugung

Der zweiten Methode sind wir schon ein paar Mal begegnet. Wie in Ab-
schnitt 3.4.2 besprochen, lasst sich die Gitterkonstante - und damit auch
eine Abschitzung der Atomgrosse - aus der Rontgen-Beugung (Bragg-
Reflexion) gewinnen. Drei praktische Verfahren sind:

. Laue-Verfahren: Ein Einkristall?> wird unter einem festen Einfalls-
winkel mit Rontgen-Licht, welches ein kontinuierliches Spektrum auf-
weist, bestrahlt. Die Bragg-Bedingung ist dann jeweils fiir bestimmte
Wellenléngen erfiillt.

- Braggsches Drehkristall-Verfahren: Ein Einkristall wird mit mo-
nochromatischem?® Rontgen-Licht bestrahlt und dabei gleichzeitig ge-
dreht. Die Bragg-Bedingung ist dann jeweils fiir bestimmte Einfalls-
winkel erfiillt.

. Debye-Scherrer-Verfahren: Eine polykristalline* Probe wird un-
ter einem festen Einfallswinkel mit monochromatischem Licht be-
strahlt. Da in der polykristallinen Probe alle méglichen Orientierun-
gen vorkommen, ergeben sich Ringe auf dem Beobachtungsschirm.

7.2.3 Abbildungstechniken

Bei der Besprechung einiger Abbildungstechniken soll die Frage im Zentrum
stehen, ob es moglich ist atomare Abmessungen aufzulésen, d.h. einzelne Atome
zu sehen“. Der zentrale Begriff dabei ist das Auflésungsvermogen. Darunter
versteht man den kleinsten Abstand d zwischen Strukturen, die noch als getrennt
abgebildet werden konnen. Bekannte Abbildungstechniken sind:

a)

Lichtmikroskop. Das zu untersuchende Objekt wird durch verschiedene
Linsen betrachtet. Das Auflésungsvermogen ist dabei durch die Wellen-
lénge des verwendeten Lichts begrenzt. Fiir sichtbares Licht erreicht man
eine Auflésung von d ~ 500 nm und fiir Rontgen-Strahlung eine Auflésung
von einigen 100 A

2Unter einem Einkristall versteht man einen Festkorper, dessen Atome ein einheitliches ho-
mogenes Kristallgitter bilden.

3Monochromomatisches Licht ist Licht mit einer bestimmten Frequenz bzw. Wellenléinge.

4Eine polykristalline Probe besteht aus vielen verschiedenen Einkristallen.
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b) Elektronenmikroskop. Durch die Verwendung von Elektronen zur Ab-
bildung von Strukturen ldsst sich aufgrund der kleineren Wellenldnge im
Vergleich zu Licht das Auflésungsvermogen verbessern. Man erreicht eine
Auflésung von d ~ 0.1 nm, was erlaubt einzelne Atome rdumlich aufzul6-
sen.

c) Rastertunnelmikroskop (STM). Mit einem STM erreicht man ein
dhnliches Auflésungsvermogen wie mit einem Elektronenmikroskop. Beim
STM wird die Oberflache einer Probe mit einer elektrisch leitenden Spitze
abgerastert. Die Spitze ist jedoch nicht in direktem Kontakt mit der Ober-
flache. Legt man eine kleine Spannung V' zwischen Spitze und Oberfléache
an, so ist es moglich, dass Elektronen von der Spitze auf die Probe und
umgekehrt gelangen konnen. Es fliesst daher ein Strom. Dieser Effekt wird
Tunneleffekt genannt und der Strom wird dementsprechend Tunnelstrom
genannt. Mit dieser Methode, die wir in einem spéteren Kapitel genau-
er kennen lernen werden, erhélt man eine Abbildung der elektronischen
Struktur einer Oberflache.

d) Ionenfalle. In einer Ionenfalle kénnen einzelne Ionen eingefangen und ein-
zeln untersucht werden. Die Ionen werden dabei durch elektromagnetische
Felder in der Falle festgehalten. Mit dieser Methode ist es moglich einzelne
einige Mikrometer auseinanderliegende Ionen abzubilden. Das Auflosungs-
vermogen ist optisch begrenzt und betragt d ~ 500 nm.

In Tab. 7.1 sind die Auflésungsvermdogen d fiir die verschiedenen Abbildungs-
techniken zusammengefasst.

Abbildungstechnik Auflésungsvermogen d [nm]
Lichtmikroskop (sichtbares Licht) ~ 500
Lichtmikroskop (Réntgen-Licht) einige 10
Elektronenmikroskop ~ 0.1
Rastertunnelmikroskop (STM) ~ 0.1

Ionenfalle ~ 500

Tab. 7.1: Auflésungsvermégen verschiedener Abbildungstechniken.

7.3 Das Periodensystem der Elemente

Das Periodensystem der Elemente (siehe Abb. 7.3) wurde von den beiden Che-
mikern Dmitri Iwanowitsch Mendelejew und Lothar Meyer im Jahr 1869 unab-
héngig voneinander aufgestellt und ist eine Anordnung der Atome nach ihren
chemischen und physikalischen Eigenschaften.

Das Periodensystem besteht aus acht vertikalen Gruppen mit Nebengrup-
pen und sieben horizontalen Perioden. Diese Einteilung kommt aufgrund der
chemischen und physikalischen Eigenschaften der Atome zustande. Sie spiegelt
insbesondere den Aufbau der Atome und die dabei geltenden Gesetzméssigkei-
ten wider.
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Abb. 7.3: Das Periodensystem der Elemente. [3]

Die Atome werden mit einem Symbol abgekiirzt, z.B. steht H fiir Wasser-
stoff, He fiir Helium, ... . Die Reihenfolge und Nummerierung der Atome kommt
folgendermassen zustande: Wie wir in spateren Abschnitten sehen werden, sind
Atome aus Elektronen, Protonen und Neutronen aufgebaut. Die Protonen und
Neutronen bilden den Atomkern, der im Zentrum einer Elektronenwolke sitzt,
die die Kernladung kompensiert. Ein Atom besteht aus gleich vielen Proto-
nen und Elektronen. Im Periodensystem werden die Atome nun nach steigender
Kernladungszahl Z (auch Ordnungszahl genannt) aufgefithrt. Sie ist oberhalb
jedes Atoms aufgefiihrt und entspricht der Anzahl der Protonen und somit auch
der Anzahl der Elektronen im Atom. Unterhalb jedes Atoms ist die relative
Atommasse A, angegeben. In diesem Zusammenhang fithren wir noch den Be-
griff der Massenzahl A ein. Sie ist die der relativen Atommasse A, néchstgelege-
ne ganze Zahl und entspricht der Summe der Anzahl Protonen und Neutronen,
d.h. es gilt

A=Z+N, (7.22)
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wobei N fiir die Anzahl der Neutronen steht.

Zum Abschluss dieses kurzen Uberblicks ein paar Bemerkungen zum Begriff
der Isotopie: Zwei Atome, welche gleiche Kernladungszahl Z, aber unterschied-
liche Massenzahl A haben werden als Isotope bezeichnet. Der Unterschied in der
Massenzahl A kommt durch die unterschiedliche Anzahl Neutronen N im Kern
der Atome zustande. Dieses Phénomen wurde mittels der Massenspektroskopie
entdeckt, die wir im néchsten Abschnitt besprechen werden.

7.4 Massenspektroskopie

Die Massenspektroskopie dient zur Trennung von Atomsorten, welche unter-
schiedliche Ladungs-Massenverhéltnisse ¢/m aufweisen und wie im vorangehen-
den Abschnitt erwédhnt, stand sie damit auch am Ursprung der Entdeckung der
Isotopie.

7.4.1 Parabelmethode nach Joseph John Thomson

Die Parabelmethode ist eine der ersten Methoden der Massenspektroskopie. Sie
wurde 1913 von Joseph John Thomson entwickelt. Bei der verwendeten Ver-
suchsanordnung (sieche Abb. 7.4) wird ein Ionenstrahl bzw. ein Strahl gelade-
ner Teilchen mit unterschiedlichen Ladungs-Massenverhéltnissen ¢/m durch ein
elektrisches Feld vecFE eines Kondensators und einem dazu parallelen Magnet-
feld B raumlich getrennt. Auf dem Beobachtungsschirm ordnen sich die Teilchen
mit gleichem Ladungs-Massenverhéltnis g/m, aber unterschiedlicher Geschwin-
digkeit v entlang einer Parabel an, daher auch der Name Parabelmethode. So
entsteht schlussendlich auf dem Beobachtungsschirm eine Schar unterschiedli-
cher Parabeln, die jeweils einem bestimmten Ladungs-Massenverhéltnis ¢/m
zuzuordnen sind.

Wir geben nun eine kurze Herleitung dieses Sachverhalts, wobei wir in einem
ersten Schritt den Einfluss von elektrischem Feld £ und Magnetfeld B getrennt
betrachten:

a) Das elektrische Feld E ist homogen entlang der y-Richtung. Dadurch
Magnet Schirm
Kondensator-

erfahrt ein geladenes Teilchen eine Ablenkung entlang dieser Richtung.
E B platten

@ z Abb. 7.4: Versuchsanordnung
fiir die Massenspektroskopie
/ nach der Parabelmethode von

Joseph John Thomson. Auf
Magnet L die einzelnen Bestandteile des

Experiments wird im Text ein-
gegangen.

lonenstrahl y
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Fir die y-Koordinate y eines geladenen Teilchens der Ladung ¢ gilt die
Bewegungsgleichung

jj=—E. (7.23)

y=-12p2_ 1 p¥ (7.24)

wobei wir im zweiten Schritt die Verweilzeit ¢ des Teilchens im Konden-
sator durch seine Geschwindigkeit v und die Kondensatorldnge L ausge-
driickt haben. Dabei haben wir angenommen, dass das Magnetfeld klein
und der Bahnradius des Teilchens gross ist.

b) Das magnetische Feld B ist wie das elektrische Feld E homogen entlang
der y-Richtung. Dadurch erfahrt das geladen Teilchen eine Lorentz-Kraft
F1,, welche es auf eine Kreisbahn in der Ebene senkrecht zur Feldrichtung
(xz-Ebene) zwingt. Dabei nimmt die Lorentz-Kraft F1, die Funktion einer
Zentripetalkraft Fy ein

UL mu
r = —
r qB’

Fy, =Fy; = evB = (7.25)
wobei  dem Bahnradius entspricht und allgemein als Zyklotronradius be-
zeichnet wird. Daraus ergibt sich fiir die Zentripetalbeschleunigung ay,

eBv

- (7.26)

ay =
Das geladene Teilchen befindet sich nur eine relativ kurze Zeit unter dem
Einfluss des Magnetfeld und daher kénnen wir annehmen, dass die Be-
wegung entlang der x-Richtung eine gleichmaéssig beschleunigte Bewegung
mit der Beschleunigung ay ist. In der Zeit t kommt es damit zu folgender
Ablenkung x in x-Richtung

1
x = §azt2. (7.27)
Wiederum ersetzen wir die Verweilzeit ¢ durch den Quotienten L/v. Wir
erhalten mit (7.26)

2
e (7.28)

2mvu

Auflésen von (7.28) nach v und einsetzen in (7.24) ergibt

_2E m 4
R

y (7.29)

Diese Gleichung ist die Gleichung einer Parabel. Die Form hingt dabei von
den bekannten Grossen F, B und L, sowie dem Ladungs-Massenverhéltnis
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g/m ab. Somit ist die zu Beginn getitigte Aussage bestétigt: Auf dem Be-
obachtungsschirm entsteht eine Schar unterschiedlicher Parabeln, die jeweils ei-
nem bestimmten Ladungs-Massenverhaltnis ¢/m zuzuordnen sind. Damit ist
wie bereits erwdhnt eine rdumliche Trennung von Isotopen - oder ganz all-
gemein die Trennung von geladenen Teilchen mit unterschiedlichen Ladungs-
Massenverhéltnissen ¢/m - moglich. Zusétzlich kann bei bekannter Ladung ¢
aus der Form einer Parabel die Teilchenmasse m bestimmt werden.

7.4.2 Verbesserungen der Parabelmethode

In den Jahren nach der Erfindung der Parabelmethode durch Joseph John
Thomson wurden diverse Verbesserungen angebracht, die zu hochauflésenden
Massenspektrometern fiihrten:

a) 1918 fithrte Arthur Jeffrey Dempster die Richtungsfokussierung ein.
Damit wurde erreicht, dass Teilchen mit den identischen physikalischen
Eigenschaften (Geschwindigkeit und Ladungs-Massenverhéltnis) aber un-
terschiedlicher Einschussrichtung trotzdem am selben Ort auf dem Beob-
achtungsschirm auftreffen.

b) 1919 entwickelte Francis William Aston® die Geschwindigkeitsfokussie-
rung. Der Effekt war, dass die geladenen Teilchen mit unterschiedlichen
Ladungs-Massenverhéltnissen ¢/m sich neu in einem einzelnen Punkt und
nicht mehr verteilt auf einer Parabel sammeln. Im Wesentlichen werden
dazu gekreuzte anstatt parallele elektrische und magnetische Felder ver-
wendet. Das Massenauflosungsvermogen m/Am betréagt fiir diese Methode

m
o1 7.30
Am 30, ( )

wobel Am die kleinste noch unterscheidbare Massendifferenz ist.

¢) Die Kombination der Richtungs- und Geschwindigkeitsfokussierung wird
Doppelfokussierung genannt. Man erreicht heute Auflésungen von

m

1 . 31
A, > 100000 (7.31)

7.4.3 Anwendungen der Massenspektroskopie

Neben der bereits erwihnten Verwendung in der Atomphysik zur Analyse und
Trennung von Zusammensetzungen verschiedener Isotope findet die Massen-
spektroskopie in diversen Gebieten der Chemie und Physik ihre Anwendung:

a) Analyse und Identifizierung von Stoffen in der Chemie.
b) Restgas-Analyse in Vakuumsystemen in der Physik, Chemie und Technik.

c¢) Erzeugung von isotopenreinen Atom- und Molekiilstrahlen.

5 Aston erhielt 1922 fiir seine Arbeiten im Bereich der Massenspektroskopie den Nobelpreis in
Chemie.
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Es sei hier noch die Bemerkung angefiigt, dass zur Trennung von Zusammen-
setzungen verschiedener Isotope neben der Massenspektroskopie diverse andere
Methoden zur Verfiigung stehen und eingesetzt werden. Eine Ubersicht gibt
zum Beispiel das Buch Atom- und Quantenphysik von Hermann Haken und
Hans Wolf [9].

7.5 Die Kernstruktur des Atoms

Ein erster Schritt in Richtung dem Atommodell, das wir heute kennen, liefer-
ten Erkenntnisse aus Streuexperimenten mit Elektronen an Materie (Atomen)
sowie die durch Rutherford durchgefiihrten Streuexperimenten mit a-Teilchen
an Goldfolien.

7.5.1 Elektronen-Streuung

Erste Untersuchungen von Atomen durch Elektronen-Streuung gehen etwa auf
das Jahr 1890 zuriick. Sie wurden vom deutschen Physiker Philipp Lenard durch-
gefiithrt (siehe Abb. 7.5): (1) Mittels Thermoemission werden Elektronen er-
zeugt, die dann (2) beschleunigt werden und (3) mit Atomen wechselwirken.
Die Elektronen, die durchgehen, werden (4) in einem Elektronen-Detektor auf-
gefangen und gezahlt.

Bei der Wechselwirkung der Elektronen mit den Atomen kénnen verschiede-
ne Streuprozesse auftreten:

a) Es kommt zur inelastischen Streuung, d.h. die Elektronen verlieren
beim Zusammenstoss mit den Atomen ihre Energie. Dies kann durch An-
regung oder lonisation von Atomen zustande kommen.

b) Es kommt zur elastischen Streuung, d.h. die Elektronen behalten ihre
Energie bei, &ndern aber ihre Richtung.

Fiihrt man das beschriebene Experiment durch, so beobachtet man, dass
bei ausreichend hohen Beschleunigungsspannungen U Elektronen einige cm Gas
(bei Normaldruck 1 bar) bzw. einige ym dicke Metallplatten (~ 10* Atomlagen)
durchdringen kénnen. Die Wechselwirkung zwischen Elektronen und Atomen ist
folglich viel kleiner als die Wechselwirkung zwischen Atomen. Insbesondere zeigt
dieses Resultat, dass Atome fiir Elektronen durchdringbar sind. Wéare dem nicht

\\

[ [
@ | | Dfi}ektor
[ [
! : & : Abb. 7.5:  Schematischer Aufbau zur
I T @ Untersuchung der Atomstruktur durch
\ | @ | @ / Elektronen-Streuung. Auf die einzelnen
L5 & Teile der Versuchsanordnung wird im

u Text eingegangen.
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S0, so wiirde eine Streuung der Elektronen innerhalb der mittleren gaskinetischen
freien Wegliinge (107 m) stattfinden.

Wir kommen nun zur quantitativen Messung des Wirkungsquerschnitts o.
Der Aufbau eines moéglichen Experiments entspricht im Wesentlichen dem in
Abb. 7.5. Dabei wird die einfallende und die durchgelassene Elektronen-Intensi-
tét Iy bzw. I, sowie die Dichte n der Streuatome bestimmt. Diese Messungen
erfolgen fiir verschiedene Beschleunigungsspannungen U. Der Wirkungsquer-
schnitt o ergibt sich aus der Formel (7.19)

I=1Iye . (7.32)

wobei x der Lénge der Wechselwirkungszone zwischen Elektronen und Atomen
und a dem makroskopischer Streukoeffizient entsprechen. Unter der Annahme
von gleichen Streuatomen gilt

a = no = nm(ry + ). (7.33)

Die Summe 71 + r9 bezeichnen wir mit R. R entspricht dem sogenannten Sto-
ssradius. Das Resultat einer Messung des Stossradius R in Abhéngigkeit der
Elektronengeschwindigkeit v (siehe Abb. 7.6) zeigt, dass nur ein kleiner Bruch-
teil eines Atoms fiir Elektronen (insbesondere schnelle Elektronen) undurchlis-
sig ist. Nach Lenard ist das Innere eines Atoms so leer wie das Weltall. Daraus
wurde geschlossen, dass Masse und Ladung ungleichméssig (kornig) im Atom
verteilt sind.

Die Vorstellung eines Atomkerns, der die gesamte positive Ladung und bei-
nahe die gesamte Masse des Atoms enthélt, entstand durch die Versuche von
Rutherford mit denen wir uns im néchsten Abschnitt beschéftigen.

7.5.2 Rutherford-Streuung und das Rutherfordsche Atommo-
dell

Rutherford untersuchte in seinen Versuchen nicht die Streuung von Elektronen,
sondern die Streuung von a-Teilchen an einer Folie. a-Teilchen sind doppelt ioni-
sierte Helium-Kerne %He‘H' mit einer hohen kinetischen Energie Fyj, ~ 5 MeV.
Sie entstehen bei einem radioaktiven Zerfall. Fiir a-Teilchen ist es moglich viele
Atomschichten zu passieren bis sie alle ihre kinetische Energie an die Atome
abgegeben haben. Z.B. kommen «-Teilchen in Luft unter Normalbedingungen
erst nach einer Strecke von 3.5 cm zum Stillstand.

Abb. 7.6: Stossradius R in Abhé&ngigkeit

1014 der Elektronengeschwindigkeit v (ausge-

v/ic driickt in Einheiten der Lichtgeschwindig-
keit c).

0.01 0.1 1.0
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Kolliminator
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Radioaktive '/ g
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|:/ - z
"~ / Abb. 7.7: Versuchsaufbau des Rutherford-
ﬂ a-Teilchen Streuexperiments: Mittels radioaktiver
Quelle erzeugter a-Teilchen werden an ei-
Szintillations- ner Folie gestreut und anschliessend auf ei-

schirm nem Szintillationsschirm registriert.

Beim Rutherford-Streuexperiment (siche Abb. 7.7) werden a-Teilchen durch
den Zerfall eines radioaktiven Materials erzeugt. Der Strahl wird durch einen
Kollimator gebiindelt und trifft auf eine Metallfolie. Als Detektor dient ein
Szintillationsschirm, welcher durch die a-Teilchen angeregt wird und Licht aus-
strahlt, welches beobachtet werden kann.

In diesem Experiment interessiert uns nicht wie bisher die ungestoért durchge-
lassen Intensitét der a-Teilchen, sondern die Intensitét der gestreuten a-Teilchen
in Abhéngigkeit des Streuwinkels 1. Die Messung liefert folgendes Ergebnis:

a) Die Streuintensitit zeigt eine starke Abhéngigkeit vom Streuwinkel .

b) Eine genaue Analyse liefert fiir die Streuintensitit I

1
I x W. (7.34)

c) Es kommen sehr grosse Streuwinkel ¥ vor.

Rutherford deutete diese Resultate wie folgt (sieche Abb. 7.8):

Rutherfordsches Atommodell (1911)

- Ein Atom besitzt einen Kern mit Radius R ~ 1074 m, welcher beinahe
die gesamte Masse des Atoms enthélt. Die Streuung von a-Teilchen erfolgt
fast ausschliesslich an diesen Kernen.

- Der Atomkern enthélt die gesamte positive Ladung Ze. Dabei bezeichnet
7 die Kernladungszahl.

- Der Atomkern ist aus Neutralitdtsgriinden von negativ geladenen Elektro-
nen umgeben.

- Die Wechselwirkung zwischen a-Teilchen und Atomkern ist rein elektro-
statisch und durch die Coulomb-Wechselwirkung bestimmt.



7.5. DIE KERNSTRUKTUR DES ATOMS 155

Ze

Atomkern

Abb. 7.8: Rutherfordsches Atommodell:
Ein Atomkern der Ladung Ze ist von ne-
gativen Elektronen umgeben.

7.5.3 Rutherfordsche Streuformel

Wir kommen nun zuriick zum urspriinglichen Streuexperiment und leiten eine
Formel fiir die Streuintensitdt in Abhéngigkeit des Streuwinkels 9 her. Wir be-
trachten die Streuung von a-Teilchen an einem Atomkern der Ladung Ze (siehe

Abb. 7.9).
Es gelten die folgenden Annahmen:

- Die a-Teilchen und der Atomkern sind punktférmig.

- Der Kern bleibt in Ruhe, was gleichbedeutend mit der Annahme ist, dass
die Masse des Kerns viel grosser ist als die Masse eines a-Teilchen.

- Wiirden die a-Teilchen nicht abgelenkt, so wiirden sie in einem Abstand
b am Kern vorbeifliegen. b wird Stossparameter genannt.

- Wie im Rutherfordschen Atommodell bereits erwahnt ist die Wechselwir-
kung zwischen a-Teilchen und Atomkern rein elektrostatisch und durch
die Coulomb-Wechselwirkung bestimmt. Die Coulomb-Kraft ﬁc zwischen
einem «-Teilchen der Ladung 2e und dem Atomkern der Ladung Ze ist

Abb. 7.9: Skizze der Rutherford-
Ze Streuung zur Herleitung der Ru-
therfordschen Streuformel.
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gegeben durch

- 2eZe T

c= -
Aregr? r’

(7.35)

wobei r der Abstand zwischen a-Teilchen und Kern bezeichnet.

- Aus der Mechanik wissen wir, dass ein 1/r-Zentralpotenzial als mogliche

Bahnkurven Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln zulésst. Da die Coulomb-
Kraft eine abstossende Wirkung hat, kommen als mdgliche Bahnkurven
jedoch nur Hyperbeln mit dem Atomkern im Brennpunkt in Frage.

Die Vorgehensweise ist nun die folgende:

1. In einem ersten Schritt betrachten wir die Streuung eines einzelnen a-

Teilchens an einem einzelnen Atomkern und berechnen den Zusammen-
hang zwischen Stossparameter b und Streuwinkel 1.

. In der Realitét ist es nicht moglich die Streuung eines einzelnes a-Teilchens

an einem einzelnen Atomkern zu betrachten. Wir erweitern daher in ei-
nem zweiten Schritt das Modell auf N a-Teilchen, welche an einer Folie
(Dicke D, Flache A und Dichte n) streuen und bestimmen die Zahl dN
der Teilchen welche vom Detektor bei einem bestimmten Streuwinkel ¢
registriert werden.

Wir kommen zur Herleitung nach der oben aufgefithrten Vorgehensweise:

1. Die Anfangsgeschwindigkeit des a-Teilchens im Punkt A sei vg. Wie bereits

erwahnt bewegt sich das a-Teilchen entlang einer Hyperbel. Wir betrach-
ten nun das a-Teilchen in einem beliebiger Punkt B mit den Polarkoordi-
naten (r, ) auf dieser Hyperbel und zerlegen die dort wirkende Kraft F
in eine senkrechte und eine horizontale Komponente F', bzw. F|, d.h. es
gilt

F| = Fsinep, (7.36)
Fj = Fcosp. (7.37)

Entlang der Hyperbel sind Kraft F und Abstandsvektor 7 immer parallel
zueinander. Demzufolge verschwindet das Drehmoment M = #x F und der
Bahndrehimpuls L=7x pist entlang der Hyperbel erhalten. Insbesondere
konnen wir den Bahndrehimpuls in Punkt A mit demjenigen in Punkt B
gleichsetzen

mugh = mr¢. (7.38)

Wir stellen nun die Bewegungsgleichung fiir die Bewegung senkrecht zur
urspriinglichen Flugrichtung auf

d 2eZ
AZFL:FSin(p:ZLeie

m= sin . (7.39)
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Integration iiber die Zeit von Punkt A nach C und ersetzen von 1/72 mit
Hilfe von (7.38) liefert

fe 2eZe 1 [fc
/ doy g, _ 2eZ¢ sin %‘f dt. (7.40)
t

L dt ~ 4dmweg mugh ta

Wir substituieren auf der linken Seite ¢ — v und auf der rechten Seite
t — ¢ und erhalten

Uit} 27 1 Yc
/ dv cec / sin ¢ de. (7.41)
V1A

47T€0 mvob PA

Zur Auswertung des Integrals betrachten wir die Grenzen etwas genau-
er. Wir nehmen an, dass der Punkt A soweit vom Kern entfernt ist (im
Unendlichen), dass keine Coulomb-Kraft wirkt und daher v, o = 0 ist.
Ausserdem gilt: pao = 0. Auch den Punkt C schieben wir ins Unendli-
che, sodass gilt oo = m — 9. Die Geschwindigkeit entspricht aufgrund der
Energieerhaltung derjenigen Geschwindigkeit im Punkt A. Folglich gilt
v| ¢ = vosinv. Einsetzen der Grenzen in (7.41) liefert

vp sin ¥ 27¢ 1 T—1
dv, = i do. 7.42
/0‘ UL 471'6() mvgb /0 Sty dy ( )
Somit erhalten wir
2eZe 1
ind = 1 ). 7.43
v sin prm— b( + cos¥) (7.43)

Mit (1 4 cos?)/sin = cot /2 erhalten wir schlussendlich fiir den Stoss-
parameter b in Abhéngigkeit des Streuwinkels 1 den folgenden Ausdruck

2eZe 1
b= —— cot¥/2. 7.44
4rey mod cot 9/ ( )

2. In der Realitét ist es fiir einen Detektor nicht moéglich die Anzahl einfal-
lender a-Teilchen bei einem festen Winkel ¢ zu messen, sondern nur in
einem Winkelintervall [0, ¢ 4+ dv| (siehe Abb. 7.10). Die entsprechenden
Stossparameter liegen im Intervall [b, b+ db|. Aus (7.44) folgt folgender
Zusammenhang

12eZe 1 1
2 dmep mw3 sin?49/2

db = do. (7.45)

Wir sehen, dass mit wachsendem Stossparameter b der Streuwinkel ¥ klei-
ner wird. D.h. a-Teilchen mit einem Stossparameter b im Intervall [b, b+db]
werden in das Winkelintervall [¢ — |dd|, 9] gestreut. Dabei gilt

49 = — |dv)]. (7.46)

Da unser Problem rotationssymmetrisch ist, entspricht einem Streuwin-
kelintervall [ — |dd|, ¥] ein ganzer Kreisring. Entsprechend stammen die
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zugehorigen Stossparameter auch aus einem Kreisring der Radien vy = b
und r9 = b+db, siche Abb. 7.10. Diese Stossparameter stammen aus einer
Fléche df, der sogenannten aktiven Flache fiir dieses Streuwinkelintervall

[0 — |dV], 9]. Es gilt
df = 2mbdb. (7.47)

Bisher haben wir nur ein Streuatom der Folie betrachtet. Wir erweitern
nun das Modell indem wir uns die gesamte Folie (Dicke D, Fliche A und
Dichte n) anschauen. Fiir die aktive Flache dF' aller Atome gilt

dF = dfnDA = 27bdbnDA. (7.48)

Dabei haben wir angenommen, dass sich die aktiven Flachen der einzelnen
Streuatome nicht iiberlappen. Diese Annahme ist bei diinnen Folien (bis
10000 Atomlagen) gerechtfertigt.

Die Wahrscheinlichkeit W, dass ein «a-Teilchen die aktiven Flachen dF
der Folienatome trifft, betragt

aktive Flache dF
Gesamtflache A mnDbdb (7.49)

Mit anderen Worten: W ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein einfallendes a-
Teilchen ins Winkelintervall [ — |dd|, 9] gestreut wird. Nun erweitern wir
das Modell von einem auf N einfallende a-Teilchen. Dann ist die Anzahl
a-Teilchen dN’, welche in das Winkelintervall [ —|dd|, 9] gestreut werden,
gegeben durch

AN’ = NW = N27nDbdb. (7.50)

Ein Detektor misst schlussendlich nicht die Anzahl einfallender a-Teilchen
dN' auf einem ganzen Kreisring, sondern die Anzahl einfallender o-Teil-
chen dN innerhalb eines kleinen Segments. Wir betrachten das Ganze auf
der Einheitskugel: Sei dS die Flache des Kreisrings und df) die Fléche des
Segments (auch Raumwinkel genannt), dann gilt

s
s’

dN = dN’

(7.51)

Abb. 7.10: Skizze der Ruther-
ford-Streuung zur Herleitung
der Rutherfordschen Streufor-
mel.
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Die Fliache dS des Kreisrings betragt
2
s = / sin? |dvY| dp = 2msind |d¥| = 4w sind/2cos9/2 |dI|. (7.52)
0

Einsetzen von (7.50) und (7.52) in (7.51) ergibt
B NnDbdbd)
~ 2sind/2cos /2 |dd|’

Mit (7.44), (7.45) und (7.46) erhalten wir fiir das Verhéltnis dN/N, d.h. fiir
die Anzahl in ein Raumwinkelelement d{2 um den Streuwinkel ¥ gestreu-
ter a-Teilchen dN durch die Anzahl der einfallenden a-Teilchen N, das
folgende Schlussresultat:

dN

(7.53)

Rutherfordsche Streuformel

dN(9,dQ) Z%e* Dnd (7.54)
N (4mep)?m2vfsint /2’ '

Bemerkungen zur Rutherfordschen Streuformel

- Der Grenzfall ¥ — 0 ist gleichbedeutend mit dem Grenzfall b — oo und ist
daher nicht sinnvoll. Der Stossparameter sollte den halben gegenseitigen
Abstand der Streuatome nicht iiberschreiten. Fir ¢ = «, d.h. b = 0,
erreicht dN/N ein Minimum.

- Die Rutherfordsche Streuformel stimmt fiir einen grossen Winkelbereich
mit dem Experiment iiberein. Nur bei sehr grossen (kleinen) und sehr
kleinen (grossen) Streuwinkeln ¢ (Stossparametern b) treten Abweichun-
gen auf.

- Bei sehr grossen Stossparametern b > 107'2 m sind Abschirmeffekte des
Coulomb-Potentials des Atomkerns durch Atomelektronen fiir die Abwei-
chungen zwischen Formel und Experiment verantwortlich.

- Fiir sehr kleine Stossparameter b beruhen die Abweichungen zwischen
Formel und Experiment auf der Tatsache, dass die Modellannahme, dass
nur die abstossende Coulomb-Kraft fiir die Ablenkung der a-Teilchen ver-
antwortlich ist, nicht mehr giiltig ist. Es kommen neu sogenannte anzie-
hende Kernkréfte zum Tragen. Diese Abweichungen nennt man anomale
Rutherford-Streuung.

- Aus diesen Resultaten ergeben sich Aussagen iiber den Kernradius R. Die-
ser ist definiert als der Abstand, bei dem die Wirkung der Coulomb-Kraft
und der Kernkraft auf die a-Teilchen von der gleichen Grossenordnung
sind. Man erhélt aus solchen Messungen fiir den Kernradius R den folgen-
den Wert

R=(1.3+0.1)AY3.107 m, (7.55)
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wobei A der Massenzahl entspricht.

- Aus diesen Beobachtungen ergab sich die Vorstellung eines Atomkerns,

welcher von Elektronen umkreist wird und damit die Bestatigung des Ru-
therfordschen Atommodells (siehe Abschnitt 7.5.2).

- Die Resultate aus Streuexperimenten mit verschiedenen Folien kénnen zur

Bestimmung der Kernladungszahl Z benutzt werden.

- Streuprozesse nehmen in der Physik bis heute eine wichtige Rolle ein.

7.6

Zum Beispiel erhielt Robert Hofstadter fiir Streuversuche von Elektronen
an Atomkernen 1961 den Nobelpreis. Heute werden Streuversuche im gros-
sen Stil am Deutschen Elektronen-Synchrotron (DESY) in Hamburg oder
von der Européischen Organisation fiir Kernforschung (CERN) in Genf
durchgefiihrt.

Zusammenfassung

- Als Atom (griechisch fiir unteilbar) wird der kleinste unverénderliche Be-

standteil eines chemischen Elements bezeichnet.

- Die Atommasse wird in relativen Atommassen A, angegeben. Als Ein-

heit dient die atomare Masseneinheit 1 u = 1/12 der Masse eines neutralen
Kohlenstoffatoms. Der Zusammenhang zwischen der absoluten und relati-
ven Atommasse ist gegeben durch m = A1 /N, wobei Ny die Avogadro-
Konstante bezeichnet.

- Die Grosse eines Atoms kann mittels Streuexperimenten, aus dem Kovo-

lumen oder mittels Rontgen-Beugung bestimmt werden. Mit Abbildungs-
techniken wie dem Elektronenmikroskop oder Rastertunnelmikroskop kon-
nen Atome sogar sichtbar gemacht werden.

- Im Periodensystem der Elemente sind Atome nach ihren chemischen und

physikalischen Eigenschaften angeordnet. Die Atome werden mit einem
Symbol abgekiirzt und nach steigender Kernladungszahl Z (auch Ord-
nungszahl genannt) aufgefiihrt. Sie ist oberhalb jedes Atomsymbols aufge-
fithrt und entspricht der Anzahl Protonen (Elektronen). Die Massenzahl
A ist unterhalb jedes Atomsymbols aufgefiihrt. Sie ist die der relativen
Atommasse Ao nichstgelegene ganze Zahl und entspricht der Summe der
Anzahl Protonen Z und Anzahl Neutronen N.

- Die Massenspektroskopie dient zur Trennung von Atomsorten, welche un-

terschiedliche Ladungs-Massenverhéltnisse ¢/m aufweisen. Sie stand am
Ursprung der Entdeckung der Isotopie (zwei Atome mit gleicher Kern-
ladungszahl Z aber unterschiedlicher Massenzahl A heissen Isotope). Das
Grundprinzip dieser Methode besteht darin, dass ein Strahl geladener Teil-
chen mit unterschiedlichen Ladungs-Massenverhéltnissen ¢/m ein elektri-
sches und magnetisches Feld passiert und dadurch raumlich getrennt wird.



7.6. ZUSAMMENFASSUNG 161

Neben der Analyse und Trennung von Isotopen dient die Massenspektro-
skopie zur Analyse und Identifizierung von Stoffen in der Chemie und der
Restgas-Analyse in Vakuumsystemen in der Physik, Chemie und Technik.

- Ein erster Schritt in Richtung dem Atommodell, das wir heute kennen,
lieferten Erkenntnisse aus Streuexperimenten mit Elektronen an Mate-
rie (Atomen). Die Resultate zeigten, dass nur ein kleiner Bruchteil eines
Atoms fiir (schnelle) Elektronen undurchlissig ist und motivierten den
Physiker Lenard zur Aussage, dass das Innere eines Atoms so leer wie das
Weltall sei.

- Rutherford préazisierte diese Vorstellung aufgrund seiner Resulate aus Streu-
experimenten mit a-Teilchen an Goldfolien und formulierte 1911 das nach
ihm benannte Rutherfordsche Atommodell:

- Ein Atom besitzt einen Kern mit Radius R ~ 10~ m, welcher
beinahe die gesamte Masse des Atoms enthélt. Die Streuung von
a-Teilchen erfolgt fast ausschliesslich an diesen Kernen.

- Der Atomkern enthélt die gesamte positive Ladung Ze. Dabei be-
zeichnet Z die Kernladungszahl.

- Der Atomkern ist aus Neutralitdtsgriinden von negativ geladenen
Elektronen umgeben.

- Die Wechselwirkung zwischen a-Teilchen und Atomkern ist rein elek-
trostatisch und durch die Coulomb-Wechselwirkung bestimmt.
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Kapitel 8

Atomare Spektren - Bohrsches
Atommodell

In Kapitel 7 haben wir bereits die Struktur des Atoms kennengelernt. Ein Atom
besteht im Wesentlichen aus einem positiv geladenen Atomkern und den Atom-
kern umkreisenden Elektronen. In diesem Kapitel kniipfen wir nun daran an.
Wir werden uns mit den Spektren der von Atomen ausgesandten elektromagne-
tischen Strahlung auseinandersetzen. Die beobachteten diskreten Linienspektren
deuten darauf hin, dass Elektronen in einem Atom mit bestimmten diskreten
Energiewerten an den Atomkern gebunden sind. Dieses Phdnomen konnte nicht
mit den Mitteln der klassischen Physik erkléart werden. Erst die Einfithrung der
Quantenmechanik erlaubte es ein tieferes Verstandnis der elektronischen Eigen-
schaften von Atomen zu gewinnen.

Als einfaches aber instruktives Beispiel zur Anwendung der Wellenmecha-
nik von Teilchen und einer ersten Nutzung der Quantenmechanik werden wir
das Bohrsche Atommodell zur Berechnung der grundlegenden Eigenschaften des
Spektrums des Wasserstoffatoms kennenlernen. Trotz seiner Einfachheit erlaubt
dieses Modell nicht nur die grundlegenden Eigenschaften von Wasserstoffatomen
zu beschreiben, sondern auch die von anderen Systemen, in denen eine positi-
ve Ladung von einer negativen umkreist wird. Beispiele sind Rydberg-Atome
oder Exzitonen in Halbleitern. Des Weiteren diskutieren wir das Franck-Hertz-
Experiment, in welchem die diskrete Struktur der Bindungen von Elektronen
im Atom in Stossexperimenten, im Einklang mit dem Bohrschen Atommodell,
beobachtbar ist. Wir betrachten ebenfalls eine Erweiterung des Bohrschen Mo-
dells nach Arnold Sommerfeld und zeigen gleichzeitig die Grenzen des Bohr-
Sommerfeld-Modells auf. Anschliessend setzen wir uns mit Rydberg-Atomen
auseinander, die durch das Bohrsche Atommodell gut beschrieben werden und
auch ein Thema in der aktuellen Forschung sind. Zum Abschluss des Kapitels
folgt ein Exkurs zu den Einstein-Koeffizienten, die es erlauben die Absorption
und Emission von elektromagnetischer Strahlung in Atomen zu beschreiben.
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8.1 Atomare Spektren - Diskrete Energiewerte

Im Allgemeinen beschreiben die in Messungen aufgenommenen Spektren von
atomaren oder molekularen Gasen die Frequenzabhéngigkeit der Emission oder
Absorption von elektromagnetischer Strahlung in Atomen oder Molekiilen. Diese
Spektren sind charakteristisch fiir die innere Struktur der Atome oder Molekiile.
Spektren kénnen auch zur Untersuchung der Eigenschaften von Festkérpern und
Sternen aufgenommen werden. Optische Spektren sind eine wichtige Quelle fiir
Informationen tiber die elektronische Struktur und den Aufbau von Atomen und
daher ein wichtiges Hilfsmittel in der Atomphysik.

Zur Beobachtung von Emissionsspektren muss das zu untersuchende Ob-
jekt, bzw. die zu untersuchende Substanz, zuvor angeregt worden sein. Dann
kann die Frequenzabhingigkeit der emittierten Strahlung untersucht werden.
Absorptionsspektren kéonnen aufgenommen werden, indem ein Objekt mit ei-
nem kontinuierlichen Spektrum (z.B. dem eines schwarzen Strahlers) bestrahlt
wird und seine Absorption bei charakteristischen Frequenzen beobachtet wird.

Héufig unterscheidet man drei verschiedene Typen von Spektren:

a) Kontinuierliche Spektren

Heisse und dichte Objekte, z.B. leuchtende Festkorper oder Gase mit hoher
Dichte, zeigen ein kontinuierliches Spektrum. Solche Spektren, wie z.B. das
Spektrum der Sonne, lassen sich oft durch die Schwarzkorperstrahlung
anndhern (siehe Kapitel 5).

b) Linienspektren

Linienspektren sind typisch fiir Objekte bei niedrigen Temperaturen und
geringer Dichte, wie z.B. bei atomaren oder molekularen Gasen. Ein sol-
ches Spektrum besteht aus einzelnen gut experimentell auflosbaren dis-
kreten Linien.

c) Bandspektren

Bandenspektren konnen als eine teilweise kontinuierliche Uberlagerung
von einer grossen Zahl von Linienspektren aufgefasst werden. Sie werden
vorwiegend in molekularen Gasen beobachtet.

In experimentell aufgenommenen Spektren wird die von einer Substanz emit-
tierte oder absorbierte Strahlungsleistung oder Intensitét hdufig gegen verschie-
dene fiir die Frequenz der Strahlung charakteristische Messgrossen aufgetragen.
Welche dieser Grossen verwendet wird, hdangt von den Gepflogenheiten der spe-
zifischen Fachrichtung ab.

a) Wellenlidnge \

Die Wellenldnge wird in der Einheit m gemessen. Wellenldngenangaben
beziehen sich im allgemeinen auf das Vakuum

>\vac = )\med - n, (81)

wobei der Brechungsindex n ebenfalls eine Funktion der Wellenldnge ist
(Dispersion). Gemessen werden solche Spektren mit Hilfe von Beugungs-
Gittern.
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b) Frequenz v

Die Frequenz, welche im Gegensatz zur Wellenldnge nicht vom betrachte-
ten Medium abhéngt, wird in der Einheit Hz gemessen. Der Zusammen-
hang zur Wellenldnge ist gegeben durch

v=-"=_°F° (8.2)

Avac Amed * 10

c) Wellenzahl v

Die Wellenzahl wird in der Einheit 1/m gemessen und es gilt

v 1 1 (8.3)
v=—= = ) .
& Avac 7 Amed

d) Energie FE
Die Energie E = hr/c wird in der Einheit eV (Elektronenvolt) angegeben.

Spektren geben im gesamten Frequenzbereich elektromagnetischer Strah-
lung (siehe Abb. 8.1), von Radiowellen bis Gammastrahlung, Auskunft iiber die
Eigenschaften von Substanzen.

8.1.1 Typische Spektren

Nach den allgemeinen Bemerkungen zu den Spektren schauen wir uns als néchs-
tes ein paar Beispiele von Spektren an (siehe Abb. 8.2). Die Sonne als beinahe
schwarzer Strahler (siche Abschnitt 5.4.7) zeigt ein kontinuierliches Spektrum.
Atome, wie z.B. Wasserstoff, Helium, Quecksilber oder Uran, zeigen wie fiir
Atome typisch Linienspektren, die sowohl in Absorption oder in Emission be-
obachtet werden konnen.

Wellenlange (m)

T T 1 1
10 1 10" 102 10® 10* 10° 10°® 10" 10® 10° 10 10™

Frequenz (Hz)

(
I
107 10® 10° 10" 10" 10™ 10" 10" 10 10%' 10" 10 10%

Radiowellen Infrarotes Licht y-Strah-
= lung
o —
-
w -

Mikrowellen g Roéntgen-
el Strahlung
=
o
175}
Radar UV-Licht

Abb. 8.1: Die Unterteilung des Spektrums in verschiedene Spek-
tralbereiche beginnend mit Radiowellen bis zu Gammastrahlung.
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8.1.2 Klassische Betrachtungen und die Stabilitdt von Atomen

Diskrete Emissions- und Absorptionsspektren von Atomen kénnen nicht mit
Methoden der klassischen Physik erklart werden. Klassische Theorien wiirden
beliebige Elektronenenergien und somit kontinuierliche Spektren vorhersagen.

Man konnte aus der Tatsache, dass ein Atom bestimmte Frequenzen (Spek-
trallinien) aussendet, schliessen, dass ein Atom als klassisches lineares Schwing-
system mit vielen Freiheitsgraden aufgefasst werden kann. Doch selbst einfache
Atome mit wenigen Freiheitsgraden, wie z.B. das Wasserstoffatom, hat sehr vie-
le Spektrallinien, die im Oszillatormodell schwer zu verstehen wéren. Selbst die
Annahme, dass das Atom durch ein anharmonisches Schwingsystem beschrieben
sei, 16st dieses Problem nicht. Denn bei solchen Systemen héngen die Schwin-
gungsperioden von den Amplituden ab, so dass man keine scharfen Spektralli-
nien, sondern eher kontinuierliche Spektren erwarten wiirde.

Nicht einmal die Stabilitdt des Elektrons auf seiner Bahn um den Atom-
kern, und somit die Stabilitiat des Atoms selber, kann mit klassischen Methoden
erklart werden.

Wir betrachten hier als Beispiel das einfachste Atom, das Wasserstoffatom.
Es besteht aus einem Proton, das von einem einzigen Elektron umkreist wird.
Wir nehmen an, dass sich das Elektron auf einer Kreisbahn mit zunéchst kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit bewegt. Fiir die zum Kern (Proton) gerichtete
Zentralbeschleunigung ist die Coulomb-Kraft verantwortlich. Der Kern ist ei-
nige tausend Mal schwerer als das Elektron und kann daher als raumfest be-
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trachtet werden. Dieses System aus Proton und Elektron lasst sich somit als
ein rotierender elektrischer Dipol beschreiben. Die Kreisbewegung kann als Su-
perposition einer harmonischen Schwingung ldngs der x-Achse mit einer harmo-
nischen Schwingung lings der y-Achse aufgefasst werden (sieche Abb. 8.3). Ein
oszillierender Dipol strahlt elektromagnetische Wellen ab. Demzufolge verliert
das Elektron auf seiner Bahn und somit das Atom dauernd an Energie. Mit
anderen Worten das Elektron verliert auf seiner Bahn kinetische Energie und
wiirde somit auf einer Spiralbahn mit zunehmender Umlaufsfrequenz unaufhalt-
sam in den Kern stiirzen. Wenn wir von einem Bahnradius ausgehen, der etwa
einem Atomradius entspricht, d.h. 1 A, dann wire die Lebensdauer des Atoms
von der Grossenordnung von 10~% s. Dies steht jedoch klar im Widerspruch mit
der Tatsache, dass Atome (in ihrem Grundzustand) stabil sind und dass Atome
Licht bei diskreten Frequenzen abstrahlen und kein kontinuierliches Spektrum
haben (siche Abschnitt 8.1.1).

Hier bemerken wir, dass das von einem heissen Korper emittierte kontinu-
ierliche Spektrum auch von Atomen herriihrt, die jedoch sehr stark miteinander
gekoppelt sind. Einzelne Atome haben jedoch diskrete Spektren.

8.1.3 Spektrallinien und das Ritzsche Kombinationsprinzip

Im Jahre 1908 fand Walter Ritz (Schweizer Mathematiker und Physiker) bei
der Betrachtung von Atomspektren eine Gesetzmaéssigkeit, die einen ersten An-
satzpunkt zur Erklarung der Spektren von Atomen liefert. Diese wird auch als
Ritzsches Kombinationsprinzip bezeichnet:

Die Frequenz v jeder Spektrallinie eines Atoms lasst sich darstellen als die Dif-
ferenz zwischen zwei sogenannten Spektraltermen 1; und Tt

ve =T — Tr. (8:4)

Jede Atomsorte hat einen fiir sie charakteristischen Satz von Spektraltermen
s

Als formales Beispiel betrachten wir ein System mit drei Spektraltermen 77,

y Elektron

Abb. 8.3: Beim Wasserstoffatom umkreist
ein Elektron den Kern (Proton) auf ei-
ner Kreisbahn mit Winkelgeschwindigkeit
w. Nach der klassischen Vorstellung wiir-
de das Elektron auf seiner Bahn kinetische
Energie verlieren und auf einer Spiralbahn
Kern (Proton)  in den Kern stiirzen.
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T5 und T3. Demzufolge lasst es folgende drei Frequenzen zu

V21 = T2 — Tl, (8.5)
V3] = T3 — Tl, (86)
V3g = T3 - TQ. (8.7)

Aus Ty — Ty = (T3 — Th) — (T35 — T3) folgt, dass zwischen den drei Frequenzen
die folgende Beziehung gelten muss

Vo1 = V31 — V32. (88)

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich folgende Interpretation fiir das Kombina-
tionsprinzip: Das System in unserem Beispiel hat drei diskrete Energieniveaus
E, = k1, B> = h15 und E3 = hT3 und kann unter Emission eines Photons von
einem Niveau in ein anderes iibergehen, wobei die Energie hv des Photons der
Differenz zwischen den beiden Energieniveaus entspricht (siehe Abb. 8.4).

8.2 Das Wasserstoffatom

Bevor wir uns dem Bohrschen Atommodell zuwenden, welches die ersten Er-
klarungsansétze zum Verstdndnis des Spektrums des Wasserstoffatoms lieferte,
setzen wir uns noch etwas genauer mit dem Wasserstoffatom auseinander. Das
Wasserstoffatom bestehend aus einem Proton und einem Elektron ist das ein-
fachste Atom. Es nahm daher wiahrend dem letzten Jahrhundert immer wieder
eine zentrale Rolle bei der Entwicklung von Atommodellen ein.

Betrachten wir das Energieschema des Wasserstoffatoms (siehe Abb. 8.5)
so entspricht jedem Ubergang zwischen einem Paar von Energieniveaus einer
Spektrallinie im Spektrum des Wasserstoffatoms. Im sichtbaren Wellenldngen-
bereich gibt es drei charakteristische Linien (Wellenldngen: 656.3 nm, 486.1 nm
und 434.0 nm), welche zusammen mit einer ganzen Schar von Linien im nahen
UV-Bereich eine sogenannte Serie von Spektrallinien bilden. Der Abstand der
Linien dieser Serie nimmt zu kleineren Wellenléngen ab, bis die Linien schlus-
sendlich gegen einen Grenzwert konvergieren. Diese Serie von Spektrallinien im
Wasserstoffatom wird Balmer-Serie genannt und wurde historisch, da sie im
sichtbaren Frequenzbereich liegt, als erste entdeckt. Der Namensgeber Johann
Jakob Balmer (Schweizer Mathematiker und Physiker) fand 1885 eine Formel

Energie
Es
hvs, = Es - E»
E.
hvzr = Bz - B4 hvai =Es-BEi Aph. 8.4: Ritzsches Kombinationsprinzip:
E, Energieschema eines Systems mit drei

Spektraltermen.
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Lyman Balmer  Paschen Brackett Pfund

n = o0

n=5 l vy

n=4

n=3 Abb. 8.5: Das Ener-
gieschema des Was-
serstoffatoms: Die

n=2 Ubergénge  zwischen
den einzelnen Ener-
gieniveaus lassen sich
in verschiedene Serie
von Spektrallinien

n=1 unterteilen.

fiir die Wellenldngen der Serie
n2
A= 51— Gmitny =3,4, ..., (8.9)
ny —4

wobei G ein empirisch gefundener Zahlenwert ist.

Weitere Untersuchungen zeigten, dass das Wasserstoffatom aus sehr vielen
solchen Serien besteht. Dabei spielte vor allem die Beobachtung von Licht, das
von astrophysikalischen Quellen ausgesandt wird, eine entscheidende Rolle, da
es zum Zeitpunkt dieser Untersuchungen schwierig war, auf der Erde reinen
Wasserstoff zu isolieren und experimentell zu untersuchen. Die Gesamtheit der
beobachteten Serien wird durch die sogenannte Rydberg-Formel, welche aus rein
empirischen Untersuchungen von Johannes Rydberg gefunden wurde, beschrie-
ben

1 1
Vit = RHC <—2 — —2) ’ (810)

ng

wobei die ganzen Zahlen n; und n¢, die sogenannten Hauptquantenzahlen, den
Anfangszustand bzw. den Endzustand bezeichnen und Ry = 1.09678 - 107 m~!
die Rydberg-Konstante ist. Den Wert der Rydberg-Konstanten ermittelte Ryd-
berg aus experimentellen Daten des Wasserstoffspektrums. Die Rydberg-Kon-
stante wird auch héufig dquivalent in Einheiten von Energie, Wellenldnge oder
Frequenz angegeben.

Die Balmer-Formel (8.9) ist ein Spezialfall der Rydberg-Formel (8.10) fiir
ng = 2. Die wichtigsten Serien beim Wasserstoffatom sind neben der Balmer-
Serie die Lyman-, Paschen-, Brackett und Pfund-Serie (siehe Tab. 8.1).

Der Vergleich der Rydberg-Formel (8.10) mit dem Ritzschen Kombinati-
onsprinzip aus Abschnitt 8.1.3 zeigt, dass der Ausdruck RHc/n§ gerade den
Spektraltermen T} entspricht. Die Terme h7T}; kénnen somit als mégliche Ener-
gieniveaus des Elektrons im Atom interpretiert werden fiir die das Bohrsche
Atommodell eine erste Erklarung lieferte.
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ng Name der Serie Formel Bereich im Spektrum
1 Lymann-Serie v = Ryc 1% — n—lg uv

2 Balmer-Serie vy = Ryc 2% — nf?% sichtbar

3  Paschen-Serie v = Rue (%2 — n%) infrarot

4 Brackett-Serie vy = Ryc (%2 — n—l;) infrarot

5 Pfund-Serie Vit = Rye (5% — n%) infrarot

Tab. 8.1: Die Serien von Spektrallinien im Wasserstoffatom.

8.3 Bohrsches Atommodell des Wasserstoffatoms

Das Bohrsche Atommodell war das erste einfache Modell zur Erklarung des
Spektrums des Wasserstoffatoms. Es wurde vom dénischen Physiker Niels Bohr
um 1913 entwickelt. Einerseits ging er vom (klassischen) Rutherfordschen Atom-
modell (sieche Abschnitt 7.5.2) aus, indem er annahm, dass sich im Wasserstoffa-
tom das negativ geladene Elektron auf einer Kreisbahn um den positiv geladenen
Kern bewegt. Andererseits formulierte er ausgehend von den experimentellen Er-
kenntnissen iiber atomare Spektren drei Postulate. Das Modell wird daher auch
oft als semiklassisches Atommodell bezeichnet.

Wir beginnen mit dem klassischen Modell fiir die Bahnbewegung des Elek-
trons im Wasserstoffatom. Das Elektron bewegt sich auf einer Kreisbahn um
das Proton (siehe Abb. 8.3). Diese Kreisbahn ergibt sich aus dem Gleichgewicht
zwischen der anziehenden Coulomb-Kraft F zwischen Elektron und Kern, und
der Zentripetalkraft Fy, die das Elektrons mit Masse m und Geschwindigkeit v
auf seiner Bahn mit Radius » wahrnimmt

62 mv2

Foc=Fy; = = —. 8.11
© z dmeqr? r (8.11)

Daraus ergibt sich die folgende Bedingung fiir die Geschwindigkeit v des Elek-
trons, um bei einem gegebenem Bahnradius r zu einer stabilen Kreisbahn zu
fithren

e
= —. 8.12
v v Amegmr ( )

Die Gesamtenergie des Elektrons auf einer solchen Bahn setzt sich aus kine-
tischer und potentieller Energie zusammen. Fiir die kinetische Energie erhalten
wir mit (8.12)

m 62

2
Exin = S v° = .
2 8megr

(8.13)

Die potentielle Enegie E,o entspricht der Arbeit, die man gewinnt, wenn man
das Elektron aus dem Unendlichen unter Einwirkung der Coulomb-Kraft Fg
zum Abstand r vom Kern bringt

r 2 2
%ma/ e (8.14)

~ 4meqr Amegr
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Dies entspricht der Bindungsenergie! und nimmt dementsprechend einen nega-
tiven Wert an. Damit erhalten wir fiir die Gesamtenergie in diesem klassischen
Modell

e? e? e?

kin  Zpot 8megr  4dmegr 8megr ( )

Wie wir in Abschnitt 8.1.2 gesehen haben, ist es mit einem solchen Modell
zusammen mit den Gesetzen aus der klassischen Elektrodynamik nicht moglich
die Stabilitdt von Atomen und insbesondere die Charakteristiken von atomaren
Spektren zu erkliren. Um diese Liicke zwischen der klassischen Physik und den
experimentellen Beobachtungen zu schliessen, formulierte Bohr drei Postulate:

1. Elektronen in Atomen erfiillen zwar die klassischen Bewegungsgleichun-
gen, es sind aber nur ganz bestimmte diskrete Bahnen mit den Energien
E,, die Energieterme des Atoms, erlaubt. Wie bei Rydberg wird n Haupt-
quantenzahl genannt.

2. Die Bewegung der Elektronen auf diesen Bahnen erfolgt strahlungslos. Es
ist jedoch fiir das Elektron moglich unter Emission von Strahlung (d.h. un-
ter Aussendung von Photonen) von einer Bahn mit geringerer Bindungs-
energie E,, (also grosserem r) auf eine Bahn mit grosserer Bindungsenergie
E,s (kleinerem r) zu gelangen. Fiir das bei diesem Ubergang emittierte
Photon gilt der folgende Zusammenhang

E, — E, = hv. (8.16)

Bei der Absorption von Photonen erfolgt der umgekehrte Prozess. Aus
dem Vergleich mit der Rydberg-Formel (8.10) schrieb Bohr fiir die Ener-

gieterme
Rh
E, = —n—f, (8.17)
Rhe

wobei R die Rydberg-Konstante bezeichnet. Das Minuszeichen zeigt an,
dass es sich dabei um Bindungsenergien handelt.

3. Aus klassischer Sicht miisste die Umlauffrequenz der Elektronen auf den
klassischen Kreisbahnen gleich der Frequenz der emittierten oder absor-
bierten Strahlung sein, was beim Wasserstoffatom insbesondere bei kleinen
Bahnradien nicht zutrifft. Nach Bohr gilt aber: Mit wachsendem Bahn-
radius (d.h. mit wachsender Hauptquantenzahl n) stimmen diese beiden

!Bindungsenergie wird freigesetzt, wenn zwei oder mehr Bestandteile durch Anziehungskriifte
zusammengebracht werden und miteinander ein gebundenes System bilden.
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Frequenzen iiberein oder allgemein ausgedriickt mit wachsendem Bahn-
radius (d.h. mit wachsender Hauptquantenzahl n) gehen die Gesetze der
Quantenmechanik in diejenige der klassischen Mechanik tiber. Dieses Prin-
zip wird Korrespondenzprinzip genannt. Insbesondere lésst sich durch das
Korrespondenzprinzip mit Hilfe der ersten beiden Postulate die Rydberg-
Konstante R in (8.17) und (8.18) und damit auch die Energieniveaus E,
des Wasserstoffatoms durch atomaren Grossen ausdriicken.

Ausgehend von diesen Postulaten berechnen wir nun die Rydberg-Konstante
und driicken sie durch atomare Grossen aus. Wir betrachten den Ubergang
eines Elektrons zwischen benachbarten Bahnen, d.h. n —n/ = 1, bei grossem n.
Aus (8.16), (8.17) und (8.18) erhalten wir fiir die Frequenz der dabei emittierten

Strahlung
1 1
”:R4@aw>

Re 1 2Rce
- ()~ (519

Als néchstes driicken wir den (klassischen) Ausdruck fiir die Energie E in (8.15)
in Abhéngigkeit der (klassischen) Frequenz vy aus. Mit r = v/271q und (8.12)
erhalten wir

v e
o 2T o 2w/ dregmr
Auflésen nach dem Bahnradius r ergibt

r:(‘9y5 (8.21)

163 eom

(8.20)

r

Einsetzen in (8.15) liefert schliesslich fiir die Energie F' den Ausdruck

e2

8megr

2 3.2 1/3
_ € 167 eom
8meg e2

1
= —W(CZlml/ﬁl)l/g. (822)

Nach Postulat 3 nehmen wir nun an, dass mit wachsender Hauptquantenzahl n
die Gesetze der Quantenmechanik in diejenige der klassischen Mechanik iiber-
gehen und konnen deshalb vy in (8.22) durch den Ausdruck in (8.19) ersetzen

1 ore\2\ "
_ 4
E = ETONEE <e m< 3 > ) . (8.23)
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Gleichsetzen mit (8.17) ergibt

Rhe 1 . 2R\’
— n2 = —2(260)2/3 e m F . (824)

Daraus erhalten wir fiir die Rydberg-Konstante R den folgenden Ausdruck

me4

= —— =1.09737-10" m~!. 8.25
86%h30 o ( )

Dieser Ausdruck ist in guter Ubereinstimmung mit dem empirisch gemesse-
nen Wert aus Abschnitt 8.2.

Ebenfalls erhalten wir einen Ausdruck fir den n-ten Bahnradius r,, des Elek-
trons im Wasserstoffatom. Gleichsetzen von (8.15) und (8.17) ergibt

e? Rhe
— =——F. 8.26
S8megr n? (8.26)
Einsetzen von (8.25) liefert fiir den n-ten Bahnradius 7y,
2,2 B2
cn O 2 mitneN, (8.27)

T = =
" 8megRhc  mme?

wobei der kleinste Bahnradius r; = 5.3 - 107" m Bohrscher Radius genannt
wird und tblicherweise mit ag bezeichnet wird.

Weiter ergibt sich mit (8.12) und (8.27) fiir den Betrag des Bahndrehimpulses
L des Elektrons

L] = |7 x p
= rpMmuy,
e

VAmegmry,

me
S N

VAaregm

me eph?n?
Vamegm V. mme?
hn

=5

=r,m

(8.28)

Mit A = h/(2m) ergibt sich

|L| = n -k mit n € IN. (8.29)

D.h. der Bahndrehimpuls ist ein ganzzahliges Vielfaches von .
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8.3.1 Alternative Formulierung des Bohrschen Atommodells

Als néchstes schauen wir uns zur besseren Veranschaulichung noch eine zweite
gleichwertige Formulierung des Bohrschen Atommodells an. Wir betrachten die
Bahnbewegung des Elektrons wiederum klassisch. Die Coulomb-Kraft ist ver-
antwortlich fiir eine Kreisbewegung und die Bahngeschwindigkeit ist gegeben
durch (8.12)

e
= 8.30
v vAmegmr ( )

Ebenfalls ist die Gesamtenergie des Elektrons gegeben durch (8.15)

e2

E=- . 8.31
8megr ( )

Als néchstes kommen wir zu den 3 Postulaten von Bohr. An den ersten beiden
Postulaten wird im Wesentlichen festgehalten: Fiir das Elektron im Wasserstof-
fatom sind nur ganz bestimmte diskrete Bahnen mit den Energie E,, erlaubt, die
Bewegung auf diesen Bahnen erfolgt strahlungslos, jedoch kann Strahlung beim
Ubergang eines Elektrons von einer Bahn auf eine andere emittiert oder absor-
biert werden, fiir diesen Ubergang gilt E,, — E,y = hv und die Energieniveaus
sind nach Rydberg gegeben durch E,, = —Rhc/n?.

In der vorherigen Betrachtung resultierten nun die charakteristischen Gross-
en fur die Elektronenbahnen (Rydberg-Konstante (Energie), Radius, Bahndre-
himpuls) aus der Annahme, dass mit wachsendem Bahnradius (wachsender
Hauptquantenzahl n) die Gesetze der Quantenmechanik in diejenige der klas-
sischen Mechanik iibergehen und der daraus resultierenden Grenzbetrachtung:
Gleichsetzen der Umlauffrequenz auf den klassischen Kreisbahnen mit der (quan-
tenmechanischen) Frequenz der emittierten oder absorbierten Strahlung fiir ho-
he n.

Anstelle dieser Grenzbetrachtung tritt zur Bestimmung der Elektronenbah-
nen nun folgende gleichwertige Betrachtung: Wir betrachten die de Broglie-
Wellenlénge A des Elektrons auf seiner klassischen Bahn um den Atomkern

A===— (8.32)

Mit (8.30) erhalten wir

h h /4
N = b yamerm (8.33)
mv m &

Fiir das Elektron im Wasserstoffatom sind nun nur die Bahnradien r,, erlaubt
fiir die die Materiewelle des Elektrons mit sich selbst konstruktiv interferiert,
d.h. die Lénge der Umlaufbahn 277, muss einem ganzzahligen Vielfachen der
de Broglie-Wellenldnge A des Elektrons entsprechen. Oder in anderen Worten
ausgedriickt: Die Materiewelle muss nach einer Umdrehung wieder auf sich selber
treffen. Demzufolge lautet die Gleichung zur Bestimmung der Bahnradien r,
(Interferenzbedingung)

nA = 27ry,. (8.34)
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Wenn die Liange der Umlaufbahn kein ganzzahliges Vielfaches der de Broglie-
Wellenlénge ist, tritt destruktive Interferenz auf und die Bahn existiert nicht.
Aus (8.34) erhalten wir mit (8.33) in Ubereinstimmung mit (8.27) fiir den n-ten
Bahnradius r,, des Elektrons

-n? mit n € IN. (8.35)

Der Bahnradius r, ist also quadratisch in der Hauptquantenzahl n des Elektrons
im Wasserstoffatom.
Analog zu (8.28) und (8.29) ergibt sich auch die Quantisierung des Betrags
des Bahndrehimpulses L zu: |L| = n - k.
Fiir die Gesamtenergie FE, des Elektrons im Wasserstoffatom ergibt sich
mit (8.35) aus (8.31)
e? me* 1

E,=— —_me .
S8megry, 8h2e3 n? (8.36)

Gleichsetzen mit der Rydberg-Formulierung (8.17) ergibt in Ubereinstimmung
mit (8.25) fiir die Rydberg-Konstante

me4

= —. 8.37
8e3h3c ( )

Dabei ist zu beachten, dass die Energie des Elektrons F,, umgekehrt proportional
ist zum Quadrat der Hauptquantenzahl n. Dieses Verhalten ist charakteristisch
fiir die 1/r-Abhéngigkeit des Coulomb-Potentials.

8.3.2 Bemerkungen zum Bohrschen Atommodell

- Strahlung wird von einem Atom emittiert oder absorbiert, wenn Elektro-
nen ihre Bahn bzw. ihr Energieniveau wechseln.

- Bei Absorptionsiibergidngen gibt ein Photon seine Energie hv an ein Elek-
tron weiter, welches dadurch von einem tiefer liegenden Energieniveau in
ein hoher liegendes Energieniveau wechselt.

- Bei Emissionsiibergéngen fillt ein Elektron von einem hoher liegenden
Energieniveau unter Abgabe eines Photons der Energie hv in ein tiefer
liegendes Energieniveau. Das Elektron muss zuvor durch Energiezufuhr
auf dieses hohere Energieniveau gebracht worden sein.

- Die eingezeichneten Elektroneniibergdnge im Energieschema des Wasser-
stoffatoms in Abb. 8.5 sind demzufolge ausschliesslich Emissionsiibergén-

ge.

- Bei Raumtemperatur (300 K) ist nur der Grundzustand des Wasserstof-
fatoms (n = 1) besetzt. Deshalb kann man bei normalen Temperaturen
nur die Lyman-Serie in Absorption beobachten. Bei hoheren Temperatu-
ren, wie sie z.B. in der Atmosphédre von Sternen vorkommen, ist auch
der erste angeregte Zustand des Wasserstoffs (n = 2) besetzt und weitere
Spektrallinien konnen beobachtet werden.
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8.4 Verallgemeinerung des Bohrschen Atommodells

8.4.1 Das Bohrsche Atommodell fiir Ionen

Wie bereits erwéhnt ldsst sich das Bohrsche Atommodell auch zur Erklarung
der Spektren anderer wasserstoffahnlicher Systeme verwenden. Ein Beispiel sind
Ionen mit einem einzigen verbleibenden Elektron, das sich mit einer Geschwin-
digkeit v,, auf einer Kreisbahn mit Radius 7, um einen positiv geladenen Kern
mit Kernladungszahl Z bewegt (z.B. He™ oder Li™™ (siche Abb. 8.6)). Aus
dem Kriéftegleichgewicht ergibt sich unter Beachtung der Kernladung Z

7 2 2
762 _ muy, (8.38)
dregrs Tn
fiir die Bahngeschwindigkeit v,, einer stabilen Bahn des Elektrons
Ze?
=4/ —-. 8.39
Un 4megmrny, ( )

Die analoge Rechnung wie in Abschnitt 8.3 fiihrt zu folgendem Ausdruck fiir die
Bahnradien r,, des Elektrons
n260h2

= . 8.40
"'n Zmme? ( )

Die Gesamtenergie E ist nach (8.13), (8.14) und (8.15) gegeben durch

1 Ze?
E, = Exin + Epot = §mv72Z R — (8.41)
Einsetzen von (8.39) und (8.40) ergibt
Z%¢*m 1
E,=— —. 8.42
" 8e2h? n? (8.42)
Elektron

Kern mit
Kernladungszahl Z

Abb. 8.6: Modell fiir Ionen mit einem
Elektron, das den Kern (mit beliebiger
Kernladungszahl Z) mit einer Geschwin-
digkeit v,, auf einer Kreisbahn mit Radius
T, umkreist.
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Zum Abschluss geben wir noch die Frequenz v der emittierten oder absorbierten
Strahlung bei einem Elektroneniibergang an. Mit (8.42) ergibt sich aus (8.16)

1

= (E,— E,
v=1 )
- Z2e*m i i
B 8e2h3 \n?  n?
1 1
= Z%Rc (77/2 - n2> , (8.43)

wobei R = me*/(8e3h3c) die Rydberg-Konstante ist. Somit erkennen wir, dass
die Bindungsenergie und auch die Energie der emittierten Photonen wie Z2 mit
der Kernladungszahl des ionisierten Atoms skaliert. Daher haben Ionen immer
deutlich hohere Ubergangsfrequenzen als neutrale Atome.

8.4.2 Beriicksichtigung der Kernbewegung

Bisher haben wir idealisiert angenommen, dass der Kern, um den sich das Elek-
tron bewegt in Ruhe ist. Dies ist nur der Fall, wenn der Kern unendlich schwer
ware. In der Realitdt hat der Kern aber eine endliche Masse und bewegt sich
mit dem Elektron um einen gemeinsamen Schwerpunkt. Wir beriicksichtigen
diese Mitbewegung des Kerns im Bohrschen Atommodell. Die dadurch hervor-
gerufene Korrektur der Rydberg-Konstante kann den Unterschied zwischen dem
gemessenen Wert fiir die Rydberg-Konstante Ry = 1.09678-10” m~! (siehe Ab-
schnitt 8.2) und dem theoretischen Wert R = 1.09737 - 10" m~! aus (8.25)
beim Wasserstoffatom erkldren. Ausserdem erlaubt diese Betrachtung aus der
genauen Vermessung des elektronischen Spektrums eines Atoms, Isotope mit
unterschiedlichen Kernmassen experimentell nachzuweisen.

Die Bewegung des Kerns und des Elektrons mit den Massen M und m und
Abstand r kann aufgefasst werden als die Bewegung eines fiktiven Teilchens, das
den Schwerpunkt im Abstand r umlauft und die reduzierte Masse pn = Mm/(m+
M) besitzt. Die Masse m des Elektrons muss also durch die reduzierte Masse
ersetzt werden. Damit erhalten wir fiir die korrigierte Rydberg-Konstante, die
wir mit Rgem bezeichnen, folgenden Ausdruck

R

RKern = m .

(8.44)

Fiir das Wasserstoffatom ist fiir M die Protonenmasse einzusetzen. Es ergibt
sich der folgende Wert

Riern = 1.09678 - 107 m ™, (8.45)

was in dieser Genauigkeit mit dem gemessenen Wert Ry iibereinstimmt.

Nach dieser Betrachtung kénnen wir folgendes Fazit ziehen: Die Spektren
aller Einelektronensysteme (Atome oder Ionen mit einem einzigen Elektron)
stimmen bis auf den Faktor Z2 und die Rydberg-Konstante Ryem iiberein

1 1
VvV = Z2RKernC <n/2 - n2> . (846)
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Dies deckt sich mit den experimentellen Resultaten. Insbesondere wurden fiir
He™ diverse Serien von Spektrallinien gefunden die durch (8.46) beschrieben
werden. Wie bereits erwahnt, konnen solche Bohrschen Atommodelle auch an-
dere Phianomene erklaren, z.B. wenn in einem Halbleiter ein einzelnes Elektron
mit einem positiv geladenen Kern einen gebundenen Zustand bildet und damit
ein sogenanntes Ezziton formt.

8.5 Erweiterung des Bohrschen Atommodells

Betrachtet man die optischen Spektren von Atomen mit einer hoheren Auflo-
sung, so zeigt sich, dass einzelne Linien eine Substruktur aus mehreren Linien
aufweisen, die sogenannte Feinstruktur. Aufgrund der Beobachtung solcher Fe-
instrukturen beim Wasserstoffatom und beim He™-Ion postulierte Sommerfeld
um 1915 eine Erweiterung des Bohrschen Atommodells.

Im Bohrschen Atommodell haben wir angenommen, dass sich die Elektronen
auf Kreisbahnen um den Kern bewegen. Aus der Betrachtung der mechanischen
Gesetze folgerte Sommerfeld, dass neben den Kreisbahnen auch Ellipsenbahnen
moglich sind. Zur Beschreibung dieser Bahnen ist neben der Hauptquantenzahl n
eine zweite Quantenzahl notwendig. Die Hauptquantenzahl bestimmt weiterhin
die Gesamtenergie F,, nach der Formel

heZ?
En:—Ré . (8.47)

Zugleich bestimmt sie auch die grosse Hauptachse a,, der Ellipse. Zur Festlegung
der kleinen Hauptachse b,, ; ist nun die neue Quantenzahl k£ verantwortlich: Der
Betrag des Bahndrehimpulses muss ein Vielfaches von & sein

IL| = k-hmit k <n,keN. (8.48)

Der Vergleich mit (8.29) zeigt, dass wenn k = n ist, die Ellipsenbahn zu einem
Kreis wird. Zusammenfassend koénnen wir sagen, dass zu jeder Hauptquanten-
zahl n (und damit zur Energie E,,) eine grosse Hauptachse a,, gehort, jedoch
verschiedene kleine Hauptachsen b, j,, welche durch die zweite Quantenzahl %
festgelegt werden.

Wir wissen nun, dass zu jeder Energie E, zwar verschiedene Bahnen ge-
horen, jedoch ist die Zahl der beobachtbaren Linien im Spektrum gleich ge-
blieben, d.h. das bisherige Modell liefert noch keine Erklarung fiir die anfangs
erwihnte Feinstruktur in atomaren Spektren. Sommerfeld postulierte 1916 da-
her eine weitere Erweiterung: Die Beriicksichtigung der bisher vernachléssigten
Relativitatstheorie. Dadurch wird die Masse m zu einer Grosse die von der Ge-
schwindigkeit abhéngt. Ein qualitatives Verstdndnis liefert die Anwendung des
2. Keplerschen Gesetzes auf Atome: Zieht man eine Verbindungslinie zwischen
Kern und Elektron so iiberstreicht diese in gleichen Zeiten gleich grosse Flachen.
Folglich bewegen sich die Elektronen auf ihren Ellipsenbahnen ndher am Kern
schneller und sind daher auch schwerer. Dies fiihrt zu einer Anderung der Bahn-
form und der Energie: Das Elektron fiihrt eine Art Rosettenbewegung durch und
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fiir die Energie F, ergibt sich nach Sommerfeld

ZZ 222
Epn = —Rhc— (1 + 0472 (n — 3> + hohere Ordnungen> . (8.49)
’ n n k 4

Dabei bezeichnet « die Feinstrukturkonstante, welche gegeben ist durch

e? 1
o= = —.
2¢ghc 137

(8.50)

Die Grossenordnung dieser relativistischen Korrekutur ist o> = 107° und daher
eher klein.

Mit dem Bohrschen Atommodell inkl. den Erweiterungen durch Sommer-
feld ist es moglich das Spektrum des Wasserstoffatoms zu beschreiben. Bei der
Betrachtung von anderen Atomen kommen jedoch schnell die Grenzen dieses
Modells zum Vorschein, auf die wir nun im néchsten Abschnitt eingehen.

8.6 Grenzen des Bohr-Sommerfeld-Modells

Das Bohr-Sommerfeld-Modell beschreibt einige grundlegende Eigenschaften des
Wasserstoffatoms in guter Naherung. Das Modell erlaubt es aber nicht korrekte
Vorhersagen fiir Atome mit mehreren Elektronen zu treffen.

Selbst beim Wasserstoffatom macht das Modell nur Aussagen iiber die Fre-
quenz der emittierten oder absorbierten Strahlung. Angaben iiber relative Inten-
sitditen der von verschiedenen Ubergéingen emittierten Strahlung kénnen kaum
gemacht werden. Bohr versuchte diese Schwachpunkte durch das Korrespon-
denzprinzip auszumerzen. Wie in Abschnitt 8.3 werden dazu Grossen wie Fre-
quenz oder auch Strahlungsintensitét klassisch berechnet und durch Grenzbe-
trachtungen in die Quantentheorie tibertragen.

Ebenfalls ist die Beschreibung der Eigenschaften des Wasserstoffs in elek-
trischen oder magnetischen Feldern in diesem Modell nur begrenzt moglich.
Abhilfe schafft nur eine Betrachtung eines Modells, das ausschliesslich auf der
Quantenmechanik basiert(siehe Kapitel 9).

8.7 Rydberg-Atome

In diesem Abschnitt betrachten wir Atome bei denen sich ein Elektron in ei-
nem Zustand mit einer sehr grossen Hauptquantenzahl n > 20 befindet. Solche
Atome werden Rydberg-Atome genannt und sind ein wichtiger Bestandteil der
Grundlagenforschung {iber die Wechselwirkung einzelner Photonen mit einzel-
nen Atomen. Rydberg-Atome besitzen folgende Eigenschaften:

- Das Elektron mit der grossen Hauptquantenzahl bewegt sich auf einer
Bahn mit sehr grossem Radius 7, ~ n?ag. In Experimenten wurden be-
reits Rydberg-Atome mit einem Durchmesser von bis zu 0.1 pym erzeugt.
Dadurch sind Rydberg-Atome im Vergleich zu einem Atom im Grundzu-
stand bis 10° mal grosser.
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- Dieses Elektron auf Bahnen mit grossen Radien befindet sich weit ausser-
halb des Atomrumpfs und der anderen Elektronen. Es bewegt sich also
im Feld des Kerns, welcher durch alle anderen Elektronen abgeschirmt
wird und deshalb effektiv die Ladung e besitzt. Rydberg-Atome verhalten
sich also wie Wasserstoffatome mit hoher Hauptquantenzahl n und kénnen
durch das Bohr-Sommerfeld-Modell annéhernd gut beschrieben werden.

- Rydberg-Atome zeichnen sich durch hohe Dipolmomente p ~ n?eay aus
und zeigen daher eine sehr starke Wechselwirkung mit Licht.

- Andert das #usserste Elektron seine Bahn und emittiert Licht, so lie-
gen die Ubergangsfrequenzen im fernen Infrarot- oder Mikrowellenbereich.
Zum Beispiel ergibt sich fiir ein Elektron mit Hauptquantenzahl n = 100
beim wechseln der Bahn (Verringerung der Hauptquantenzahl n um 1)
nach (8.19) eine Ubergangsfrequenz v von

2R
v~ n—; = 6.6 GHz. (8.51)

- Rydberg-Atome weisen lange Lebensdauern von bis zu einer Sekunde auf.
Diese langen Lebensdauern sind auch durch die niedrigen Ubergangsfre-
quenzen der Rydberg-Atome begriindet und der daraus resultierenden ge-
ringeren spontanen Emissionsrate. Im Vergleich dazu leben niedrigere An-
regungszustinde von Atomen etwa 1078 s.

- Rydberg-Atome konnen leicht ionisiert werden, da die Bindungsenergie
E,, o 1/n? bei grossen n sehr klein wird.

In der Realitdt kann man Rydberg-Atome mit Hauptquantenzahlen n bis zu 350
beobachten. Mit Hilfe von Rydberg-Atome konnte man Gréssen wie Energieni-
veaus oder Lebensdauern fiir Quantenzahlen experimentell bestimmen, die bis
dahin nur theoretisch zuganglich waren.

8.8 Das Franck-Hertz-Experiment

Bisher haben wir in spektroskopischen Experimenten beobachtet, dass die Bin-
dungsenergie von Elektronen in Atomen quantisiert ist. Wir betrachten nun ein
Elektronenstoss-Versuch, mit welchem James Franck und Gustav Hertz 1914
(unabhéngig von optischer Spektroskopie) die Existenz von diskreten Energie-

niveaus im Atom nachwiesen?.

8.8.1 Aufbau und Messung

Beim Franck-Hertz-Experiment (siehe Abb. 8.7) werden in einer mit Quecksil-
berdampf (von kleinem Druck) gefiillten Rohre Elektronen von der Glithkathode
K emittiert und im elektrischen Feld zwischen Kathode K und Gitter G beschleu-
nigt. Weiter aussen befindet sich die Auffangerelektrode A, die gegen das Gitter
eine negative Spannung von 0.5 V hat.

2Fiir dieses Experiment und den damit erlangten Resultaten wurde Franck und Hertz 1925
der Nobelpreis in Physik verliehen.
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Abb. 8.7:  Aufbau des Franck-Hertz-
Experiments: In einer mit Quecksilber-
dampf gefiillten Rohre werden Elektronen
von der Glithkathode K emittiert und im
elektrischen Feld zwischen Kathode K
und Gitter G beschleunigt. Die Auffin-
gerelektrode A hat gegen das Gitter eine
negative Spannung von 0.5 V.

Gemessen wird nun der Strom [ im Auffangerkreis als Funktion der Be-
schleunigungsspannung U. Aus dem Messergebnis (siehe Abb. 8.8) wird ersicht-
lich, dass der Auffangerstrom Maxima durchlduft, die von mehr oder weniger
scharfen Einbriichen gefolgt sind. Die Maxima sind gleichméssig verteilt mit
einem Abstand von jeweils 4.86 V.

8.8.2 Interpretation

Die Interpretation fiir das erhaltene Messresultat ist folgende: Die beschleunig-
ten Elektronen stossen mit den Quecksilberatomen zusammen. Wenn die ki-
netische Energie mv?/2 des Elektrons 4.86 eV iibersteigt, werden inelastische
Stosse moglich. Dabei handelt es sich aber um besondere inelastische Stosse:
Der Energieverlust des Elektrons betragt jedes Mal ziemlich genau 4.86 V. Da
das Massenverhaltnis der Stosspartner sehr klein ist (Elektronenmasse m / Mas-
se Quecksilberatom M = 2.6 - 107°%), wird nach dem Impulserhaltungssatz nur
ein sehr kleiner Bruchteil (Gréssenordnung 1076) der kinetischen Energie des
Elektrons in Form von kinetischer Energie auf das Quecksilberatom tibertragen.
Beinahe der gesamte Energieverlust des Stosselektrons wird in der Elektronen-
hiille des Quecksilberatoms gespeichert. Die kinetische Energie des Elektrons

4.86 V 4.86 V 4.86 V

0.
486V +d /

Abb. 8.8:  Messkurve  des

Franck-Hertz-Experiments:

Aufféngerstrom I als Funktion

der Beschleunigungsspannung
u U.
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nach dem inelastischen Stoss ist deshalb annéhernd gegeben durch

1
mo? = §mv3 —4.86 eV, (8.52)

DN |

wobei vg (v1) die Geschwindigkeit vor (nach) dem Stoss ist. Dabei haben wir die
Approximation m/M — 0 vorgenommen, was nach den oben aufgefiihrten Be-
trachtungen gerechtfertigt ist. Ausserdem wird die thermische Geschwindigkeit
der Quecksilberatome und die Geschwindigkeitsverteilung der aus der Kathode
austretenden Elektronen vernachléssigt.

Wir gehen noch etwas genauer auf die charakteristische Form der Messkurve
ein. Der erste Abfall des Auffangerstroms wird bei der Beschleunigungsspannung
U = 4.86 V+ ¢ beginnen, wobei W = e¢ die Austrittsarbeit der Elektronen aus
der Kathode ist. Das Elektron wird in diesem Fall gerade noch einen inelasti-
schen Stoss machen kénnen und danach still stehen. Wenn die kinetische Energie
des Elektrons nach dem Stoss mehr als 0.5 V betrégt, so vermag es noch gegen
die Gegenspannung von 0.5 V anzulaufen und trégt zum Auffingerstrom bei.
Folglich wird bis zu einer Beschleunigungsspannung von U = 4.86 V+ ¢ + 0.5
V der Auffingerstrom sinken und beim Uberschreiten dieser Spannung wieder
ansteigen. Bei weiterer Steigerung der Beschleunigungsspannung vermag das
Elektron noch einen zweiten, dritten, vierten ... inelastischen Zusammenstoss
ausfithren. Da es jedes Mal die Energie von 4.86 €V verliert folgen die Maxima
bzw. Abfille der I(U)-Kurve in Abstédnden von 4.86 V aufeinander.

Wir schliessen aus diesen Beobachtungen, dass die Elektronenhiille eines
Quecksilberatoms Energie nur in diskreten Quanten von 4.86 eV aufnehmen
kann. Dies ist ein weiterer unabhéngiger Hinweis auf das Vorhandensein von
diskreten Energieniveaus in Atomen. In diesem Experiment wird das Queck-
silberatom aus dem Grundzustand in einen angeregten Zustand gehoben, des-
sen Energie um 4.86 eV hoher liegt. Tatséchlich findet man auch eine entspre-
chende Linie im optischen Spektrum des Quecksilberatoms bei £ = 4.86 eV
bzw. A = 2536 A.

Es bleibt jetzt noch die Frage zu klaren, was mit dieser Energie geschieht,
die in der Elektronenhiille des gestossenen Quecksilberatoms gespeichert ist. Es
zeigt sich, dass die Quecksilberatome nicht lange in diesem angeregten Zustand
bleiben, sondern innerhalb einer Zeit von ungefihr 10~% s unter Emission eines
Photons der Energie hv = 4.86 €V in den Grundzustand zuriickfallen. Die Wel-
lenléinge des emittierten Lichts ist gegeben durch A = 2536 A. Diese Strahlung
kann im Franck-Hertz-Experiment ebenfalls direkt beobachtet werden.

Bei einer verfeinerten Messanordnung erhilt man mehrere Maxima und Mi-
nima in der I(U)-Messkurve. Es zeigt sich also auch im Stossexperiment die
Tatsache, dass das Quecksilberatom viele angeregte Zusténde, d.h. viele diskre-
te Energieniveaus besitzt. Es kann auch vorkommen, dass ein Atom durch einen
ersten Elektronenstoss in ein langlebiges, ein sogenanntes metastabiles Energie-
niveau gehoben wird. Bevor es dann in den Grundzustand zuriickfallt, kann es
durch einen zweiten Stoss in ein noch héhere Energieniveau gehoben werden.
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8.9 Einstein-Koeflizienten

Die Absorption und Emission von elektromagnetischer Strahlung durch Atome
werden durch die sogenannten Einstein-Koeflizienten beschrieben. Im thermi-
schen Gleichgewicht erlauben sie eine alternative Herleitung des Planckschen
Strahlungsgesetzes (5.22), das wir bereits in Kapitel 5 kennengelernt haben.

Wir betrachten N Atome im thermischen Gleichgewicht mit einem elektro-
magnetischen Strahlungsfeld der spektralen Energiedichte u(v) bei einer Tem-
peratur 1. Des Weiteren betrachten wir Atome mit diskreten Energieniveaus,
wie wir sie in diesem Kapitel kennen gelernt haben. Betrachten wir nun ver-
einfachend nur zwei dieser Energieniveaus F; und Ej}, so gibt es nach Einstein
drei verschiedene physikalische Prozesse, die fiir einen Ubergang zwischen diesen
Niveaus verantwortlich sind (sieche Abb. 8.9):

1. Durch Absorption eines Photons der Energie hy;; = E; — E; aus dem
elektromagnetischen Feld wird das Atom vom tieferen Energieniveau E;
ins hohere Energieniveau E; angehoben.

2. Es ist moglich, dass ein Atom im Energieniveau E; nach einer gewissen
Zeit (mittlere Lebensdauer des Energieniveaus) spontan unter Emission
eines Photons der Energie hy;; = E; — E; ins tiefer liegende Energieni-
veau F; fallt. Dementsprechend wird dieser Vorgang spontane Emission
genannt.

3. Bei der stimulierten Emission wird der Ubergang des Atoms von E;
nach F; durch ein Photon der Energie hv;; = E; — E; aus dem elektro-
magnetischen Feld eingeleitet oder wie es der Name sagt stimuliert. Dabei
wird ein weiteres Photon der Energie hy;; = E; — E; ausgesendet. Es sei
hier bemerkt, dass die stimulierte Emission in Lasern zur Erzeugung von
kohéarentem Licht eingesetzt wird.

Wir nehmen nun an, dass sich N; Atome im Zustand E; und N; Atome im
Zustand E; befinden, wobei gilt N = N; + N;. Wir betrachten die Ubergiinge
von F; nach E; und E; nach F; getrennt:

1. Die Anzahl dN;; der Atome, die durch Wechselwirkung mit dem elektro-
magnetischen Feld der spektralen Energiedichte u(v) in einem Zeitintervall
dt durch Absorption eines Photons von E; nach E; {ibergehen, ist gegeben

Abb. 8.9: Absorption, spontane und sti-

_ _ mulierte Emission illustriert in einem

' Absorption  spontane  stimulierte  Energiediagramm eines Atoms mit den
Emission ~ Emission  Energielevels E; und E;.
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durch
dNZ'j = NiBiju(I/ij)dt, (853)

wobei B;; der Finsteinsche B-Koeffizient ist und fiir die Wahrscheinlich-
keit steht, dass ein Atom ein Photon der Frequenz v;; absorbiert.

2. Die Anzahl dNj; der Atome, die durch Wechselwirkung mit dem elektro-
magnetischen Feld der spektralen Energiedichte u(v) im Zeitintervall dt
durch spontane oder stimulierte Emission eines Photons von Ej; nach E;
iibergehen, ist gegeben durch

dei = Nj(Aji + Bjiu(yij))dt. (8.54)

Dabei ist Aj; der Einsteinsche A-Koeffizient und steht fiir die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Atom spontan ein Photon der Frequenz v;; emittiert. Bj;
ist ein weiterer Einsteinscher B-Koeffizient und steht fiir die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Atom durch Wechselwirkung mit einem Photon der Fre-
quenz v;; zur Emission eines weiteren Photons der Frequenz v;; stimuliert
wird.

Aus (8.53) und (8.54) ergeben sich die Differentialgleichungen fiir den zeit-
lichen Verlauf der Anzahl Atome NNV; und NN; in den Zustdnden E; und Ej. Die
Anderung dN; pro Zeitintervall dt der Anzahl Atome im Zustand E; ergibt sich
aus der Differenz zwischen der Anzahl Atome dNj;, die im Zeitintervall dt von
E; nach FEj; iibergehen und der Anzahl Atome dNj;;, die im Zeitintervall dt von
E; nach Ej; iibergehen

dN; = dNj; — dNy;. (8.55)

Analog ergibt sich die Anderung dN; pro Zeitintervall dt der Anzahl Atome
im Zustand F; aus der Differenz zwischen der Anzahl Atome dN;;, die im Zei-
tintervall dt von FE; nach Ej; iibergehen und der Anzahl Atome dNj;, die im
Zeitintervall dt von E; nach E; iibergehen

dN; = dN;; — dNj;. (8.56)

Einsetzen von (8.53) und (8.54) liefert die folgenden Differentialgleichungen

dN;

a = NJ(AJZ + Bj,‘U(l/ij)) — Nz’Biju(Vij)a (857)
dN;
W = NiBiju(Vij) — Nj(Aji + Bjiu(yij)). (858)

Im thermischen Gleichgewicht streben die Anzahl Atome IN; und Nj in den
Zustdnden E; und Ej gegen einen konstanten Wert (sieche Abb. 8.10), d.h. die
Ableitungen dN;/dt und dN;/dt verschwinden. Daraus folgt

Nj(Aji + Bjiu(vij)) = NiBiju(vij)- (8.59)
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Abb. 8.10: Die Anzahl Atome N; und N; in den Zusténden E; und
E; als Funktion der Zeit fiir die Temperaturen (a) T' = 4 K und
(b) T'= 300 K. Als Anfangszustédnde haben wir jeweils N; = 1 und
N; = 0 gewéahlt.

Diese Gleichung ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass im thermischen Gleich-
gewicht die Anzahl Uberginge von E; nach E; im Zeitintervall dt identisch mit
den Anzahl Ubergéingen im Zeitintervall dt von E; nach E; ist, d.h. es gilt

dN;; = dNj;. (8.60)

Aus (8.59) ergibt sich fiir die spektrale Energiedichte u(v;;) der folgende Aus-
druck

u(vyy) = _ Nidi
Y7 N;B;; — N;jBji
Aji 1
=L __—— 8.61)
By w1

Wir nehmen an, dass die Anzahl der Atome N; und N; in den Zustédnden F;
und E; im thermischen Gleichgewicht durch die klassische Maxwell-Boltzmann-
Verteilung gegeben ist

N; = Ce Bi/(kBT) (8.62)
N; = Ce Fi/(keT) (8.63)

wobei C' eine Konstante ist. Damit folgt fiir das Verhéltnis der Zahl der Atome
N; im Zustand E; zur Zahl der Atome N; im Zustand Ej

Ni — o(Bi—E)/(ksT) _  hvij/(ksT) (8.64)
Nj

Einsetzen in (8.61) ergibt

N

ji 1
Bji Bij ghvij/(knT) _ 1’

(8.65)

u(vij) =
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Fiir T — oo muss gelten u(v) — oo. Daraus folgt, dass die beiden B-Koeffizien-
ten identisch sein miissen

B;j = Bj;. (8.66)

D.h. die Wahrscheinlichkeiten fiir Absorption und stimulierte Emission sind
gleich. Damit ergibt sich fiir die spektrale Energiedichte u(v;;)

Ajz' 1

Fiir sehr kleine Frequenzen, d.h. hy;; < kgT' gilt das Rayleigh-Jeans-Gesetz

87rui2jkBT

03 (8.68)

u(vij) =

Entwickeln wir nun (8.67) fiir kleine Frequenzen (hv;; < kgT') dann erhalten

wir

. Aji kgT
Bji hVij '

Der Vergleich mit dem Rayleigh-Jeans-Gesetz (8.68) liefert fiir das Verhéltnis
der Einstein-Koeffizienten
Aji 87rhy§’j

J

Mit anderen Worten die Wahrscheinlichkeiten fiir spontane Emission und Ab-
sorption sind proportional zueinander. Einsetzen in (8.67) liefert nun das fol-
gende Resultat

87Thl/?j 1
3 ehvii/(ksT) _ 1~

U(Vij = (8.71)
Dies ist das Plancksche Strahlungsgesetz (5.22), das wir bereits in Kapitel 5
kennengelernt haben, hergeleitet aus den Prozessen der Absorption und Emis-
sion von elektromagnetischer Strahlung in einem Atom der Ubergangsfrequenz
Vij-

8.10 Zusammenfassung

- Betrachtet man Emissions- oder Absorptionsspektren von Atomen, so be-
obachtet man diskrete Linienspektren, was darauf hindeutet, dass Elek-
tronen in einem Atom mit bestimmten diskreten Energiewerten an den
Atomkern gebunden sind. Neben Linienspektren kommen in der Natur
auch kontinuierliche Spektren (Festkorper oder Gase) oder Bandspektren
(molekulare Gase) vor.

Diese Beobachtung kann mit Methoden der klassischen Physik nicht er-
klart werden. Klassische Theorien wiirden beliebige Elektronenenergien
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und somit kontinuierliche Spektren vorhersagen, zudem versagen sie bei
der Erkldrung der Stabilitdt von Atomen.

Als erster Ansatzpunkt zur Erklarung der Spektren von Atomen gilt das
Ritzsche Kombinationsprinzip, das besagt, dass die Frequenz v jeder Spek-
trallinie eines Atoms als Differenz zwischen zwei sogenannten Spektralter-
men T; und 7} darstellen ldsst und dass jede Atomsorte einen fiir sie
charakteristischen Satz von Spektraltermen 7} besitzt.

- Das Wasserstoffspektrum besteht aus einer Vielzahl von Serien, wie z.B. die
Balmer-Serie im sichtbaren Bereich. Die Gesamtheit aller Serien wird durch
die Rydberg-Formel beschrieben

1 1
Vit = RHC (TL% — n12> s (872)

wobei die ganzen Zahlen n; und ny, die sogenannten Hauptquantenzahlen,
den Anfangszustand bzw. den Endzustand bezeichnen und Ry = 1.09678-
10" m~! die Rydberg-Konstante ist.

- Das erste einfache Modell zur Beschreibung des Spektrum des Wasser-
stoffatoms ist das Bohrsche Atommodell. Einerseits ging Bohr vom Ru-
therfordschen Atommodell aus, indem er annahm, dass sich im Wasser-
stoffatom das negativ geladene Elektron auf einer Kreisbahn um den po-
sitiv geladenen Kern bewegt. Andererseits formulierte er ausgehend von
den experimentellen Erkenntnissen iiber atomare Spektren drei Postulate.
Daraus erhielt er folgende Resultate:

1. Rydberkonstante

4
me
R=——— =1.09737-10" m™'. 8.73
86(2)h3c m ( )
2. Bahnradius
e2n? eoh?

T -n? mit n € IV, (8.74)

- 8megRhe ~ Tme?
wobei der kleinste Bahnradius 71 = 5.3 - 10~ m Bohrscher Radius
genannt wird und iiblicherweise mit ag bezeichnet wird.

3. Bahndrehimpuls

|L| = n -k mitneN. (8.75)

- Die Resultate des Bohrschen Atommodells lassen sich auf wasserstoffahn-
liche Systeme wie lonen mit einem Elektron, das sich um einen Kern mit
Kernladungszahl Z bewegt, erweitern. Beriicksichtigt man zudem noch
die Bewegung des Kerns, so ergibt sich zur Beschreibung der Spektren
von wasserstoffdhnlichen Systemen folgende allgemeine Formel

1 1 R

Vv = ZQRKernC <n/2 — n2> mit RKern = m’ (876)

wobeil M die Kernmasse bezeichnet.
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- Aufgrund von beobachteten Feinstrukturen im Wasserstoffspektrum, pos-

tulierte Sommerfeld eine Erweiterung des Bohrschen Atommodells. Unter
Beriticksichtigung, dass fiir Elektronen neben Kreisbahnen auch Ellipsen-
bahnen mdoglich sind sowie der Relativitdtstheorie, erhielt er fiir die Ener-
giewerte F,, der Elektronen

72 272 3
E,.=—-Rhc— 1+ v (2 + hohere Ordnungen | . (8.77)
’ n2 n2 k4

Dabei ist k eine zweite Quantenzahl und a = e2?/(2¢phc) = 1/137 die
Feinstrukturkonstante.

- Das Bohr-Sommerfeld-Modell beschreibt einige grundlegende Eigenschaf-

ten des Wasserstoffatoms in guter Naherung. Es weist aber seine Grenzen
auf, wie z.B. dass mit dem Modell keine korrekten Vorhersagen fiir Atome
mit mehreren Elektronen méglich sind. Eine genaue Beschreibung ist nur
in einem rein quantenmechanischen Modell méglich.

- Atome, welche sich anndhernd durch das Bohr-Sommerfeld-Modell be-

schreiben lassen, sind Rydberg-Atome. Das sind Atome, bei denen sich
ein Elektron in einem Zustand mit einer sehr grossen Hauptquantenzahl
n > 20 befindet und die ein wichtiger Bestandteil der Grundlagenfor-
schung sind.

- Unabhéngig von optischer Spektroskopie wurde die Existenz von diskreten

Energieniveaus im Atom durch das Franck-Hertz-Experiment nachgewie-
sen: Im Experiment treffen beschleunigte Elektronen auf Quecksilberato-
me und es zeigt sich, dass diese Atome nur Energie in diskreten Quanten
aufnehmen koénnen.

- Betrachtet man zwei Energieniveaus E; und Ej; eines Atoms, so gibt es

nach Einstein die drei physikalischen Prozesse Absorption, spontane und
stimulierte Emission, die fiir einen Ubergang zwischen diesen Niveaus
verantwortlich sind. Diese Prozesse werden durch sogenannte Einstein-
Koeffizienten beschrieben. Im thermischen Gleichgewicht erlauben sie eine
alternative Herleitung des Planckschen Strahlungsgesetzes.



Kapitel 9

Grundlagen der
Quantenmechanik

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir uns mit physikalischen Situationen
und experimentellen Ergebnissen auseinandergesetzt, bei denen die klassische
Physik nicht mehr ausreicht, um die beobachteten Phanomene befriedigend zu
erkldren. Diese Problematik motivierte die Einfiihrung der Quantenmechanik. In
Kapitel 8 haben wir z.B. erkannt, dass das Bohrsche Atommodell grundlegende
Eigenschaften der Spektren von Atomen mit einem Elektron mit Hilfe semi-
klassischer Annahmen, die auf der Beschreibung der Eigenschaften von Teilchen
durch Materiewellen beruhen, erkldren kann. Um ein detailliertes physikalisches
Verstéandnis von Atomen in elektromagnetischen Feldern oder Atomen mit meh-
reren Elektronen zu erlangen, erkannte man am Anfang des letzten Jahrhunderts
schnell, dass eine vollstdndig neue Theorie, die heute als Quantenmechanik be-
kannt ist, benotigt werden wiirde.

Historisch gesehen wurden die Grundlagen der Quantenmechanik in den Jah-
ren 1925 und 1926 mit Hilfe wichtiger Beitrdge bekannter Physiker wie Erwin
Schrédinger!, Werner Heisenberg, Max Born, Paul Dirac und anderer entwickelt.
Das grundlegende Ziel war eine Theorie zu entwickeln, die die Welleneigenschaf-
ten von Teilchen korrekt beschreibt. Schon bis in die 1930er Jahre, kurz nach
ihrer Entwicklung, konnten eine grosse Anzahl von Beobachtungen und Expe-
rimenten in der Physik und auch der Chemie durch diese neue Theorie erklart
werden.

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns nun mit den wichtigen Aspekten des
Formalismus der Quantenmechanik. Die Theorie basiert auf einigen wenigen
grundlegenden Postulaten, mit deren Hilfe alle Beobachtungen von quantenme-
chanischen Phianomenen in der Natur korrekt beschrieben werden kénnen. Bis
heute hat noch kein Experiment den Vorhersagen der Quantenmechanik wider-
sprochen.

Hier fiihren wir in die Grundlagen der Quantenmechanik basierend auf der
Wellenmechanik von de Broglie ein (siehe Kapitel 6). Wir werden uns dabei
zundchst auf die quantenmechanischen Eigenschaften der Dynamik einzelner
Teilchen (Massepunkte) in einer Dimension, beschrieben durch die Ortskoordi-

!Schrédinger war Professor der Universitiit Ziirich von 1921 - 1927.
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nate x und den Impuls p, beschrinken. Dabei soll jedoch darauf hingewiesen
werden, dass die Postulate und hergeleiteten Sdtze auch fiir drei Dimensionen
gelten.

9.1 Das erste Postulat: Wellenfunktionen

Zur Formulierung des ersten Postulats der Quantenmechanik benttigen wir die
folgende Definition:

Definition 9.1 Eine Funktion f(z,t) heisst quadratisch integrabel, falls gilt

/ |f(x, 1) da :/ f(x,t) f(z, t)dz < oo, (9.1)
wobei f*(x,t) die komplex konjugierte Funktion von f(x,t) bezeichnet. Der Raum
aller quadratisch integrablen Funktionen wird mit L? bezeichnet.

Postulat 1 Zu einem Teilchen (Massepunkt) gehort eine eindeutige, quadra-
tisch integrable, im Allgemeinen komplexe Wellenfunktion 1 (x,t). Sie beschreibt
den Zustand des Teilchens. Dabei gibt 1*(x,t)y(z,t)dx die Wahrscheinlichkeit
an das Teilchen zur Zeit t zwischen x und x + dx anzutreffen. Die Grisse
*(x, t)(x,t) wird daher als Wahrscheinlichkeitsdichte bezeichnet.

Wir diskutieren zunéchst einige wichtige Aspekte dieses Postulats. Da die
Wellenfunktion quadratisch integrabel ist, kann sie normiert werden. Dazu zie-
hen wir die Bedingung heran, dass die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit
t irgendwo auf der x-Achse anzutreffen 100% ist. Daher lautet die Normie-
rungsbedingung

/OO Y (z, )Y(x, t)dr = 1. (9.2)

Weiter gilt nach dem Postulat 1, dass der Zustand des Teilchens durch die Wel-
lenfunktion 1 (x,t) bestimmt ist. Somit sind alle Informationen iiber die quan-
tenmechanischen Eigenschaften eines Teilchens in ¢ (x, t) enthalten. Experimen-
tell erfassbare Grossen werden in der Quantenmechanik durch Erwartungswerte
charakterisiert. Nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung gilt folgende Definition.

Definition 9.2 Der Erwartungswert einer Funktion f(x,t), die eine gege-
bene physikalische Messgrésse beschreibt, ist fiir einen bestimmten Zeitpunkt t
gegeben durch

()= [ " () @ty t)da (9.3)
_ / T O (2, D, 1) da (9.4)
oo —~—

Funktionswert ‘Wahrscheinlichkeit fiir das

Auftreten des Funktionswerts
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Dabei ist zu beachten, dass die instruktive Umformung in der zweiten Zeile nur
dann gilt, wenn die Funktion f(x,t) reelle oder komplexe Werte annimmt. Han-
delt es sich bei der Funktion um einen sogenannten Operator, so ist (9.3) in der
gegebenen Form explizit zu verwenden, wie wir in Abschnitt 9.3 einsehen wer-
den. Beispiele fiir Funktionen f(x,t) sind die Ortskoordinate x(t) des Teilchens
oder seine potentielle Energie V(z,t).

9.1.1 Beispiel: Teilchen im Potentialtopf

Zur Veranschaulichung des ersten Postulats betrachten wir ein Teilchen in einem
eindimensionalen Potentialtopf (sieche Abb. 9.1). D.h. die Bewegung des Teil-
chens entlang der x-Richtung ist durch harte Wéande an den Positionen z = 0
und x = L eingeschrankt. Damit sind die Gebiete £ < 0 und x > L fiir das Teil-
chen nicht erreichbar. Diese Tatsache wird durch das folgende Potential V' (z)
beschrieben

0 0<x<L
Viz) = { o U=tes (9.5)
00, sonst.

Wir betrachten das Teilchen nun als Materiewelle. Im Bereich 0 < x < L kann
sich das Teilchen frei bewegen. Daher setzen wir fiir die Wellenfunktion ¢(x, t),
die den Zustand des Teilchens in diesem Bereich beschreibt, die Wellenfunktion
fiir ein freies Teilchen an. Nach (6.17) gilt

Y(x,t) = Ae'Pr=EO/R (9.6)

Klassisch gesehen besteht fiir ein freies Teilchen zwischen der Energie E und
dem Impuls p die folgende Bezichung

2
E= ;4 5 p=+V2mE. (9.7)
m

D.h. bei konstanter Energie E kann der Impuls p in einer Dimension zwei mog-
liche Werte annehmen, die einer Bewegung des Teilchens entlang der positiven
oder negative Koordinatenachse entspricht. Wir erweitern daher unseren An-
satz zu einer Superposition von einer nach rechts und einer nach links laufenden
Materiewelle

Y(x,t) = (Aeipm/ﬁ + Be_ipx/h> et/ (9.8)

V(x)
Abb. 9.1: Das Potential V(z) in Ab-

unendlich hohe
héngigkeit von z fiir ein Teilchen im Po-
tentialtopf. Unendlich hohe Potentialbar-

// P)ot?tialbarrisn
rieren beschranken das Teilchen auf den

0 L X Bereich 0 < x < L.




192 KAPITEL 9. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK

Nun berticksichtigen wir, dass die freie Bewegung des Teilchens auf den Bereich
0 < x < L beschréankt ist. D.h. die betrachtete Wellenfunktion muss folgenden
Randbedingungen geniigen

P(0,8) = ¢(L,t) = 0. (9.9)
Aus 9(0,t) = 0 folgt A+ B = 0. Damit erhalten wir

Yz, t) = A <eim/h - eiim/h> e B — 24 Asin(px /h)e B (9.10)

Aus (L, t) = 0 folgt sin(pL/h) = 0 und damit pL/h = nm mit n € IN. Woraus
wir die Bedingung erhalten, dass der Impuls p und damit die Energie F des
Teilchens im Potentialtopf nur diskrete Werte E,, annehmen kann

2
E, = ;—m (%)Qn2 mit n € IN. (9.11)
Hier erkennen wir, dass die Beschreibung eines Teilchens in einem Potentialtopf
als Materiewelle auf natiirliche Art und Weise zu einer diskreten Abfolge von
moglichen Energiewerten des Teilchens, also zu einer Quantisierung, fiihrt.

Die Wellenfunktion 4, (x,t) zur Energie E,, nimmt damit die folgende Form
an
2iAsin () e Ent/h 0< 2 <L,

9.12
0, sonst,. ( )

Un(x,t) = {

Zur Bestimmung der Konstanten A ziehen wir nun die Normierungsbedingung (9.2)
heran. Wir erhalten

1= [ vilatpinte s
= 44 /L sin® (@x> dz
0 L
L

— 4A2 <$_8111(W>
0

2 dnm/L
= 2A°L. (9.13)

Daraus ergibt sich A = /1/(2L) und somit fiir die Wellenfunktion v, (z,t)
zur Energie E, fiir das Teilchen im Potentialtopf das folgende Resultat (siehe
Abb. 9.2)

Bism(fe) ™ 0sasho g,

0, sonst.

Ein Potentialtopf, wie wir ihn hier besprochen haben, ist ein gutes Modell
fiir die Energieniveaus von Elektronen in sogenannten Quantenpunkten (quan-
tum dots). Die Elektronen in Quantenpunkten sind in ihrer Beweglichkeit in
allen drei Raumrichtungen eingeschriankt. Realisiert werden Quantenpunkte in
sogenannten Nanostrukturen, welche grosstenteils aus verschiedenen Halbleiter-
materialien aufgebaut sind.
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Wa(x) |Wa(x)[?

Abb. 9.2: Die Wellen-
funktionen Un (1)
n=2 X X und die entsprechenden
Wahrscheinlichkeitsdich-
ten |¢n(z,t)]* fiir die
Zustinde n = 1,2,3
fiir ein Teilchen im
0 L 0 L Potentialtopf.

9.1.2 Darstellung der Wellenfunktion im Impulsraum

Bisher haben wir die Wellenfunktion als eine Funktion der Ortsvariablen x be-
trachtet. Wir haben also die sogenannte Ortsraumdarstellung gewéhlt. Anstelle
der Ortskoordinate « kann jedoch auch der entsprechende Impuls p als Varia-
ble eingefiihrt werden. Man postuliert dann eine weitere, ebenfalls eindeutige,
quadratisch integrable, im Allgemeinen komplexe Wellenfunktion ¢(p,t), die
den Zustand des Teilchens im folgenden Sinn beschreibt: ¢*(p, t)p(p, t)dp ist die
Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen zur Zeit t einen Impuls zwischen p und
p + dp besitzt.
Auch fir diese Wellenfunktion gilt eine Normierungsbedingung

/_ o 0. t)op, dp = 1. (9.15)

Wir kénnen auch hier fiir eine Funktion ¢(p,t), die sich aufs Teilchen bezieht,
den entsprechenden Erwartungswert definieren.

Definition 9.3 Der Erwartungswert einer Funktion g(p,t) ist fir einen be-
stimmten Zeitpunkt t gegeben durch

(9(p,t)) = /_oo ¢*(p,t)g(p, t)d(p, t)dp (9.16)
- [ ey g0 (9.17)
o =~ —_——

Funktionswert Wahrscheinlichkeit fiir das

Auftreten des Funktionswerts

Hier gelten die selben Einschrinkungen wie wir sie bereits fiir die Wellenfunk-
tionen im Ortsraum diskutiert haben. Beispiele fir die Funktion g(p,t) sind der
Impuls p(t) des Teilchens oder seine kinetische Energie Ex, = p*/(2m).

Nun untersuchen wir, welcher Zusammenhang zwischen der Wellenfunktion
¥ (x,t) im Ortsraum und der Wellenfunktion ¢(p, t) im Impulsraum besteht. Wir
betrachten dazu ein Teilchen mit konstanter Gesamtenergie £ = hw, z.B. ein
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Teilchen, das sich mit konstanter kinetischer Energie in einem konstanten Po-
tential V' (x) bewegt. Der Zustand wird durch ein entsprechendes Wellenpaket
¥ (x,t) beschrieben (siehe Abschnitt 6.4)

iwt
U(x, t) ﬁ/ A(k)etke=wt) g — \/T/ A(k)e* d. (9.18)
T i

Dabei ist A(k) durch die entsprechende Fourier-Transformierte gegeben

A(k) = \/12? /_ " (@ e da, (9.19)

Mit der de Broglie-Beziehung p = hk folgt damit, dass auch die Wellenfunktio-
nen im Orts- bzw. Impulsraum ¢ (z,t) und ¢(p,t) durch eine Fourier-Transfor-
mation miteinander verbunden sind. Es gilt

Y(z,t)

\/ﬁ / ¢ p? zpa:/ﬁdp’ (920)

(p,t) = m / (@, t)e= P/, (9.21)

9.2 Die Heisenbergsche Unscharferelation

In der klassischen Mechanik sind die Eigenschaften eines Teilchens, wie zum
Beispiel sein Ort x und sein Impuls p, gleichzeitig beliebig genau bestimmt. Diese
Eigenschaften lassen sich im Prinzip mit beliebiger, nur durch die Messapparatur
begrenzter, Genauigkeit in einer Messung bestimmen.

Im Gegensatz dazu ist eine charakteristische Eigenschaft der Quantenmecha-
nik, dass der Ort x und der Impuls p eines Teilchens nicht gleichzeitig beliebig
genau bestimmt sind. Versucht man zum Beispiel x und p gleichzeitig zu messen,
so gilt, dass das Produkt der Standardabweichungen der Messresultate fiir Ort
und Impuls immer grosser ist als eine Konstante, die durch die Quantenmechanik
bestimmt ist. Diese Eigenschaft der Quantenmechanik wird als Heisenbergsche
Unschérferelation bezeichnet.

Diese Unschérferelation gilt nicht nur fiir Ort und Impuls eines Teilchens
sondern auch fiir andere Grossen, wie z.B. Energie und Zeit oder die Kompo-
nenten des Bahndrehimpulses in drei Dimensionen, wie wir spéter kennen lernen
werden.

Bevor wir uns der Einbettung der Unschérferelation in die Wellenmechanik
zuwenden, betrachten wir als Illustration die Beugung einer Materiewelle am
Spalt.

9.2.1 Beispiel: Beugung einer Materiewelle am Spalt

Im betrachteten Versuch (siehe Abb. 9.3) bewegt sich ein Teilchenstrom von
links auf einen Spalt der Breite Az zu. Der Spalt sei bei z = 0 positioniert.
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e — p -NAX
——— Ax /W TApx 7
Abb. 9.3: Die Beugung einer

—] NAX Materiewelle am Spalt. Auf
die einzelnen Bestandteile und
Beschriftungen der Versuchs-
anordnung wird im Text ein-
sing gegangen.

Vor dem Spalt, d.h. fiir z < 0, kennt man die x-Koordinate des Teilchens nicht,
dafiir ist die Impulskomponente py genau bekannt. Trifft nun dieser Teilchen-
strahl auf den Spalt, so erfolgt eine Selektion der Teilchen. Die x-Koordinate ist
dann bis auf die Unschéarfe Az bekannt. Jedoch gibt es durch die Beugung am
Spalt Teilchen, die unter einem nicht verschwindenden Winkel ¢ auslaufen. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich aus der Beugung der Materiewelle (de
Broglie-Welle). Die meisten Teilchen treffen in den Winkelbereich

A . A
Ay Ssine < (9.22)

Damit kann die in Abb. 9.3 eingezeichnete Grosse Apy als Unschérfe der Impuls-
komponente py aufgefasst werden. Es gilt dabei der folgende Zusammenhang

Apy A
=—. 9.23
) Az (9.23)
Mit der de Broglie-Beziehung A = h/p erhalten wir
ApyAzx = h. (9.24)

Beriicksichtigt man die Tatsache, dass einige Teilchen auch in die Nebenmaxima
fallen, so wird aus der Gleichung eine Ungleichung

ApyAzx > h. (9.25)

Diese Ungleichung besagt, dass die Ortskoordinate x und die Impulskomponente
px gleichzeitig nicht beliebig genau bestimmbar sind.

In diesem Abschnitt haben wir den Begriff der Unschérfe anhand eines Bei-
spiels eingefiihrt. Nun wenden wir uns der formalen Berechnung der Unschérfe-
relation eines Teilchens im Rahmen der Wellenmechanik zu.

9.2.2 Definition Unschéarfe

Definition 9.4 Entsprechend den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist
die Unschdrfe Af einer Grisse f bestimmt durch die Standardabweichung, die
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durch die Wurzel des Erwartungswerts der Quadrate der Abweichungen vom Er-
wartungswert gegeben ist

Af =\ ((F=07) = (2 = (0 (9.26)

Wir wenden diese Definition 9.4 auf ein Teilchen an, dessen Zustand durch
eine reelle Wellenfunktion t(z) beschrieben ist (fiir genaue Ausfithrungen der
folgenden Berechnungen verweisen wir auf Anhang A). v¢(z,t) ist so beschaf-
fen, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢)(z,¢)|*> des Teilchens einer Gauss-
Verteilung entspricht

1
[, 1)]” = e~ /%) (9.27)
av/ 2w

und somit ein Wellenpaket der charakteristischen Breite a formt. Diese Funktion
ist normiert, d.h. es gilt

/ (e, )2 da = 1. (9.28)
Fiir den Erwartungswert (z) der Ortskoordinate erhalten wir
(x) = / Y(x,t) xp(x, t)de = / [(z,t)|? zdz =0, (9.29)

d.h. 9(z,t) beschreibt ein Teilchen, das sich im Mittel bei z = 0 aufhélt. Damit
ergibt sich fiir die Unschéirfe Az der Ortskoordinate

Az = /(@?) - (a)?

=/ (22) = \//_OO U(x, t)*x?Y(x, t)dx

_ \//Oo kb (z, 8)|? e2dz
= aQ.

Ax entspricht also gerade der Breite der Gauss-Verteilung.

Um die Eigenschaften der Impulsverteilung des Teilchens zu bestimmen,
berechnen wir die Wellenfunktion ¢(p,t) in der Impulsraumdarstellung. Mit
Hilfe der Fourier-Transformation (9.20) erhalten wir

o(p.1) = ﬂl?h / Ol t)e P g

LI /°° ~0?/(40?) g ipa/h
= e TR e TP (g, (9.31)
V2rh/a\27 /-0

Die Ausfiihrung der Integration liefert

QCL 1/2 2,2 /52
o(p,t) = <W) e P, (9.32)

(9.30)
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Damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(p, ¢)|* im Impulsraum

2
B(p,1)* = V‘;?e‘m’w- (9.33)

Der Erwartungswert (p) nimmt den Wert
(p)=0 (9.34)

an, d.h. das Teilchen hat einen verschwindenden mittleren Impuls. Gleichzeitig
ergibt sich eine Impulsunschéirfe Ap von

h

Ap = 2y = —. 9.35
p= V%)= o (9-35)
Mit (9.30) erhalten wir daraus fiir die Unschérferelation eines Gaussschen Wel-

lenpakets
1
AxAp = ih (9.36)

Das Gausssche Wellenpaket erfiillt somit gerade die minimale Unschérferelation
(siche Abschnitt 9.2.3).

9.2.3 Formulierung nach Heisenberg

Nachdem wir zwei Beispiele zur Unschérferelation betrachtet haben, kommen
wir zur Formulierung der Unschérferelation nach Heisenberg, wie sie 1927 auf-
gestellt wurde. Wir schreiben sie hier fiir die Ortskoordinate « und die Impuls-
komponente py

1
AxApy > ih. (9.37)

Fiir die allgemeine Formulierung und die Herleitung sei auf Anhang B oder
weiterfithrende Literatur [11]| verwiesen.

Wir erwéhnen hier noch eine weitere Form der Heisenbergschen Unschérfe-
relation, die sogenannte Energie-Zeit-Unschdrferelation. Es gilt

AEAtz%n (9.38)

Die Formulierung (9.38) sagt aus, dass die Energie F eines Systems, welches
fiir die Zeitspanne At existiert, z.B. ein Atom dessen Lebensdauer im angeregten
Zustand durch At gegeben ist, nur auf AFE genau bestimmt ist. Diese Relation
legt zum Beispiel die Breite von spektralen Linien eines atomaren Ubergangs
im Verhéltnis zur Lebensdauer des angeregten Zustands des Atoms fest.
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9.3 Operatoren

Operatoren spielen in der Quantenmechanik eine entscheidende Rolle. Denn jede
physikalische Grosse f wird durch einen entsprechenden Operator f dargestellt.
Die Bedeutung von Operatoren im Rahmen der Quantenmechanik, besprechen
wir in diesem Abschnitt.

9.3.1 Erwartungswerte von Ortskoordinate und Impuls
Der Erwartungswert des Impulses in der Ortsraumdarstellung

Wir beginnen mit einer Diskussion der Frage, wie sich der Erwartungswert des
Impulses in der Ortsraumdarstellung berechnen l&sst.

Wenn wir den Zustand des Teilchens durch die Wellenfunktion ¢(p, t) im Im-
pulsraum beschreiben, so lasst sich der Erwartungswert des Impulses (p) einfach
als Mittelwert von p zur Wellenfunktion ¢(p,t) berechnen

(p) = / h ¢*(p, t)pp(p, t)dp. (9.39)

Wenn der Zustand des Teilchens aber durch die Wellenfunktion #(x,¢) im Orts-
raum beschrieben wird, so muss folgender Erwartungswert

() = ](fo/w*<x,t>p¢maat>dx, (9.40)

berechnet werden.

Hier stellt sich nun die Frage in welchem Zusammenhang der Impuls p des
Teilchens mit der Wellenfunktion ¢ (z,t) steht. Zur Losung des Problems ge-
hen wir von der Impulsraumdarstellung aus und gehen dann durch die Fourier-
Transformation auf die Ortsraumdarstellung tiber. In einem ersten Schritt setzen
wir fiir ¢(p,t) in (9.39) die Fourier-Transformierte ein

1

(p) = Wor

[o.¢] o0 .
[ oww [ voer i, @y
—00 —00
Wir schreiben das Integral iiber x mittels partieller Integration um

0 +/00 ﬁw(l',t) ,Ee_ipx/hdl‘.

—ipx/h - _ v —ipz/h
/ Y(z, t)e dx w(ﬂf,t)ipe T or

—00

=0
(9.42)

Der erste Summand verschwindet, da ¢ (x,t) quadratisch integrabel (normier-
bar) ist und somit insbesondere im Unendlichen gegen null strebt. Einsetzen
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n (9.41) und Umformen liefert

h 3¢(~’U t) fip:p/h
v %m/ [.ow ded

_ * —ipz/h h 8@0( )
/oo Vv2rh /oo #*(pt)e dp Ox Ton

/ V*(x,t) f—i/)(x t)dx (9.43)

Wir kommen somit zu folgendem Schluss:

In der Ortsraumdarstellung, in der der Zustand eines Teilchens durch die Wel-
lenfunktion (z,t) beschrieben ist, wird der Erwartungswert des Impulses p
berechnet, indem man in (9.40) den Impuls p durch den Impulsoperator

e (9.44)

ersetzt.

Der Erwartungswert der Ortskoordinate in der Impulsraumdarstel-
lung

Analog kénnen wir nun auch den Erwartungswert der Ortskoordinate x in der
Impulsraumdarstellung berechnen. Wir gehen hier entsprechend von der Orts-
raumdarstellung aus und wechseln mittels Fourier-Transformation in die Im-
pulsraumdarstellung

x) = /_OO Y (x, t)x(z, t)de

= \/2171_7/ w*(a:,t)x/ o(p, t)eP* M dpda. (9.45)

Partielle Integration fiir das Integral iber p liefert

- / 8¢(p, ) : sz/hd (946)

h
Zpl”/h — zpa:/h
/ o(p,t) dp = ¢(p.t) - T

=0

Der erste Summand verschwindet, da auch ¢(p,t) quadratisch integrabel (nor-
mierbar) ist und somit insbesondere im Unendlichen gegen null strebt. Einsetzen
n (9.45) und Umformen liefert

=¢*(p,t)
:[mwwwmmymw@. (9.47)
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Wir fassen zusammen:

In der Impulsraumdarstellung, in der der Zustand eines Teilchens durch die Wel-
lenfunktion ¢(p, t) beschrieben ist, wird der Erwartungswert der Ortskoordinate
x berechnet, indem man die Ortskoordinate x in

[e.e]
— [ 5 w.w0to. )i (9.49)
durch den Ortsoperator
T = m@%} (9.49)

ersetzt.

In der Ortsraumdarstellung ist der Ortsoperator Z trivialerweise der Fak-
tor x und in der Impulsraumdarstellung ist der Impulsoperator p trivialerweise
der Faktor p. In Tab. 9.1 sind die Berechnungen fiir die Erwartungswerte fiir
die Ortskoordinate x und den Impuls p fir die Orts- und Impulsraumdarstel-
lung zusammengefasst. Es ist zu bemerken, dass die Operatoren jeweils auf die
nachfolgende Funktion wirken und daher die Reihenfolge der Faktoren von ent-
scheidender Bedeutung ist.

Der Erwartungswert von Potenzen der Ortskoordinate und des Im-
pulses

Entsprechend zu den vorangegangenen Berechnungen in diesem Abschnitt kon-
nen auch die Erwartungswerte von Potenzen der Ortskoordinate x und des Im-
pulses p berechnet werden. Es ergibt sich fiir den Erwartungswert von Potenzen
von p in der Ortsraumdarstellung

_ /_ Z W (2,1) <T’)n %@b(x,t)dm (9.50)

und entsprechend fiir den Erwartungswert von Potenzen von z in der Impuls-
raumdarstellung

00 § - on

— [ s, (9.51)
Ortsraumdarstellung Impulsraumdarstellung
= [T v (@, )zp(z, t)dz = [75 " (p,1)ih g 6 (p, t)dp

=f P (a, )2 L ap(x, t)da > f o™ (p. )ptb(p, t)dp

Tab. 9.1: Berechnungen der Erwartungswerte fiir die Ortskoordi-
nate x und den Impuls p in Orts- und Impulsraumdarstellung.
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9.3.2 Weitere wichtige Operatoren in Ortsraumdarstellung

Bei der Betrachtung von weiteren Beispielen von Operatoren beschranken wir
uns auf die Ortsraumdarstellung.

Der Ortsoperator in 3D

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, ist der Ortsoperator & in Orts-
raumdarstellung gleich dem Faktor z. Entsprechend gilt in drei Dimensionen fiir
den Ortsoperator 7 die folgende einfache Darstellung

X T T
r=|g]=1|y (9.52)
z z

Der Impulsoperator in 3D

Beschreiben wir die Bewegung eines Teilchens im dreidimensionalen Raum in
kartesischen Koordinaten, dann ist jeder Impulskomponente ein Operator zuge-
ordnet. Nach (9.44) gilt fiir die Operatoren py, py und p, der Impulskomponenten

) h 0

Px = Pz (9.53)
h 0

hy = — — .54

) h o

Dem Impulsvektor p' = (px,py,ps) ist also ein Impulsoperator p= (Px> Py, D)
zugeordnet. Wenn man ihn auf eine Wellenfunktion anwendet, so resultiert ein
Vektor.

Die Erwartungswerte der Impulskomponenten py, py, und p, lassen sich be-
rechnen durch

<px> :/; /_ /_ ¢*($7y7Zat)g%w(‘r’yvzat)dxdydza (956)
<pY> :/_ /_ /_ w*(wayazat);aiyw(a%yath)dxdydza (957)
(P2) _/ / / 1/}"(37,y,z,t);gw(x,y,z,t)dwdydz. (9.58)

Der Hamilton-Operator

Aus der klassischen Mechanik ist die Hamilton-Funktion H bekannt. Sie ent-
spricht der Gesamtenergie E eines Systems ausgedriickt als Funktion der verall-
gemeinerten Koordinaten g und der dazu kanonisch konjugierten Impulse py.
Der Hamilton-Operator H ist die zugehorige quantenmechanische Grosse.

Wir betrachten als Beispiel die Bewegung eines Teilchens der Masse m mit
den kartesischen Koordinaten z, y und z im Potential V(x,y, z,t). Die konju-
gierten Impulse sind demzufolge die kartesischen Impulskomponenten py, py und
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pz- Wir beschranken uns hier auf eine nichtrelativistische Betrachtung. Klassisch
gelten die folgenden Beziehungen

Px = M, (9.59)
py = my, (9.60)
Dz = MZ. (9.61)

Damit lasst sich die kinetische Energie FEi;, schreiben als

r . . . 1
Exin = om (5132 +97 + 22) = om (Pi ‘HUf, +P§) . (9.62)

Die entsprechende Hamilton-Funktion H lautet somit

1 2 2 2
H= o (pi 405 +1p;) +V(z,y,21). (9.63)

Den entsprechenden Hamilton-Operator Hin Ortsraumdarstellung erhalten wir,
indem wir die Impulskomponenten py, py und p, durch die entsprechenden Im-
pulsoperatoren py, py und p, in Ortsraumdarstellung ersetzen. Mit (9.53), (9.54)
und (9.55) ergibt sich somit fiir den Hamilton-Operator H

3 1 (h\? /[ &2 92 92
H=5m (z) (ag;? togt az2) +V(2,y,2,1), (9.64)
=A

wobei A den Laplace-Operator bezeichnet. Die potentielle Energie V (z, vy, 2, t)
ist kein Differentialoperator, da sie die Impulskomponenten nicht enthéalt. Sie
wirkt als Faktor.

Der Erwartungswert der Hamilton-Funktion H ist gegeben durch

(H) :/_Z /_Z /_:1!}*(:1:,y,z,t)ﬁw(x,y,z,t)dxdydz

00 ) 0o 2
[ s (g A Va0 ) vl ey
(9.65)

Der Bahndrehimpulsoperator

Der (klassische) Bahndrehimpulsvektor L eines Teilchens bzgl. des Ursprungs
ist definiert als

. Ly v Px Ypz — 2Dy
L=|Ly|=7Fxp=y]| x|py| =|20x—2ps |, (9.66)
L, z Pz TPy — YPx

wobei 7 den Ortsvektor und p’ den Impulsvektor bezeichnen. Zum Bahndre-
himpulsoperator gelangen wir nun, indem wir fiir jede Impulskomponente den
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entsprechenden Operator einsetzen. Die Ortskoordinaten bleiben als Faktoren
stehen, da wir in der Ortsraumdarstellung rechnen. Es gilt

2 I:JX i y% - Z%

L=|Ly]| =~ z% —ge |- (9.67)
A 1
LZ .'L'afy —y%

Beim Wasserstoffatom bewegt sich das Elektron im Zentralpotential des
Kerns (siehe Kapitel 11). Es zeigt sich, dass diese Bewegung eines Teilchens im
Zentralpotential einfachheitshalber in Kugelkoordinaten behandelt wird. Aus
diesem Grund geben wir hier den Bahndrehimpulsoperator zusétzlich auch in

Kugelkoordinaten an. Man erhélt fiir den Bahndrehimpulsoperator Lin Kugel-
koordinaten

> o 9 cosvcosp 9

N Ly A SIN Y55 sinﬂ dp

L=17.1= 0 _ cos¥sing 9

L=|Ly|= oS P55 e e (9.68)
L, 9%

Wir beweisen die Richtigkeit dieses Ausdrucks indem wir auf die kartesischen
Koordinaten zuriickrechnen. Die Umrechnung zwischen kartesischen Koordina-
ten und Kugelkoordinaten lautet (siche Abb. 9.4)

x = rsind cos @, (9.69)
y = rsindsin p, (9.70)
z = rcos. (9.71)

Abb. 9.4: Tllustration des Zusammen-
hangs zwischen den kartesischen Koordi-

X naten x, y, z und den Kugelkoordinaten
T, e, U.
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i) Fir die Anwendung von Ly auf ¢ = ¥(x,y, z,t) erhalten wir

<_ Siwaip B cosﬁcosgp@zﬁ)

oY sind  Jyp
(cang (220, 2000 0002)

Ox 00  0yo0Y 0z 0V

R ),

sin 1 Oordp Oydp 0z dp
= E <— sin ¢ (awrcosz?cosgo—i— %rcosﬁsincp — 8wrsinﬁ)
i ox oy 0z
cos v cos

—a—wrsinﬁsingp + %rsinﬁcosw +0
ox oy

sin
E —% (rcosz?sin2<p+7“00819€082<,0) +8£T51H195m$0
i oy 02 ~— ——~>

=z =Y

h 0 0
) o

A

ii) Fiir die y-Komponente des Bahndrehimpulsoperators L gilt

| =t

= ( oY cosﬁsincp@zﬁ)

COS@%_ sind Oy
(oo (2222 262, 2002)
Ox 09 0y 09 0z 0¥
condsing (9400 0000, 0000
Oordy Oyodp 0z 0y

S S

sin

= ﬁ Cos 8—wrcosﬁcosw—&— a—wrcosq?simp — a—wrsinﬁ
oz oy 0z

1
_Wﬂ _aﬂrsinﬁsinwra—wrsinﬁcosgwr()
sin Oz 9y

E, 9 (rcosﬁcos2cp—l—rcos19$in2 90) —%rsim?cosw
v\ Oz 02 e ——

=z =T

h
= - (Zﬁax - xa(i) . (9.73)

1
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iii) Fiir die z-Komponente des Bahndrehimpulsoperators L, gilt
_ho
i dyp
h (OY O oY 0 oY 9
_< ww+¢y+¢2>

Ly

o %&0 Oy 0p 0z Oy

:iL —a—wrsinﬁsinw—i—a—wrsinﬁcosgp
i Ox dy
=y =x
h 0 0
==|z— —y— . .74
i(xay yé,x)w (9.74)

Diese Ausdriicke stimmen mit (9.67) iiberein, womit die Richtigkeit von (9.68)
bewiesen ist.

Bemerkung

Das Plancksche Wirkungsquantum A hat die Dimension des Bahndrehimpulses.
In der Quantenmechanik wird deshalb der Bahndrehimpuls oft in Einheiten
von h angegeben, sodass in den Formeln fiir den Bahndrehimpuls der Faktor A
entfallt.

9.3.3 Eigenschaften von Operatoren in der Quantenmechanik

Wir haben bisher an diversen Beispielen erortert, wie eine physikalische Grosse
f in der Quantenmechanik durch einen entsprechenden Operator f dargestellt
wird. In Tab. 9.2 sind die kennengelernten Operatoren in der Ortsraumdar-
stellung nochmals zusammengefasst. Wir definieren nun zum Abschluss dieses
Abschnitts allgemein was man unter einem Operator in der Quantenmechanik
versteht und gehen auf seine Eigenschaften ein.

Physikalische Grosse klassisch Operator
x R x
Ortsvektor =1y r=1y
z z
0
Dx R %
Impulsvektor D= |py p= % Em
» il
z 0z
. . 2 . 2
Hamilton-Funktion ~—H=E= 2L +V(2,y,2) H=—-LA+V(z,y,2)
9 9
. Ypz — 2Py A Ya: 285;
Bahndrehimpulsvektor L= zpx —xp, L= ? z% — Ty
TPy — Ypx Th — Yoe

Tab. 9.2: Quantenmechanische Operatoren in der Ortsraumdarstel-
lung zu verschiedenen physikalischen Grossen.
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Definition 9.5 Fin quantenmechanischer Operator F st definiert durch
die Bedingung, dass fiir eine Funktion v(xz,t) € L? gilt

Fy = p(x,t) € L2 (9.75)

Dabei bezeichnet L? den Raum der quadratisch integrablen Funktionen (siehe
Definition 9.1).

Quantenmechanische Operatoren besitzten folgende Eigenschaften:
1. Linearitat
Eine erste Eigenschaft quantenmechanischer Operatoren ist die Linearitat:
Definition 9.6 Sei E' ein Operator, so heisst F linear falls gilt
E (1 (w, 1) + Po(x,1)) = Fopa (2, 1) + Fepo(a, 1), (9.76)

F(ep(z,t) = cEp(x,t) mit ¢ € C. (9.77)

2. Distributivgesetz

Quantenmechanische Operatoren erfiillen zudem das Distributivgesetz.

Definition 9.7 Seien ' und G zwei Operatoren, so lautet das Distribu-
tivgesetz

(F + G) W(x,t) = Bz, t) + Gz, t). (9.78)

3. Assoziativgesetz

Quantenmechanische Operatoren erfiillen ebenfalls das Assoziativgesetz.

Definition 9.8 Seien F' und G zwei Operatoren, so lautet das Assozia-
tivgesetz

(FG) b(a,t) = F (@¢(m,t)) . (9.79)

4. Kommutativgesetz

Quantenmechanische Operatoren kommutieren im Allgemeinen nicht. Be-
vor wir die Definition des Kommutativgesetzes angeben, fiihren wir den
Begriff des Kommutators ein.

Definition 9.9 Seien F und G zwei Operatoren, so ist der Kommutator
[F', G| definiert als

A A A A

[F,G] = FG - GF. (9.80)

Mit Hilfe dieser Definition 9.9 formulieren wir das Kommutativgesetz.
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Definition 9.10 Zwei Operatoren F und G kommutieren falls der ent-
sprechende Kommutator verschwindet, d.h.

[F,G] = 0. (9.81)
Ist der Kommutator ungleich null, so kommutieren die beiden Operatoren

nicht.

Wir betrachten dazu einige Beispiele. Als erstes betrachten wir die zu
den Funktionen xpy und pyx gehdrenden Operatoren Zp, und pi& in der
Ortsraumdarstellung. Anwendung auf ¢ = ¢ (x,y, z,t) ergibt

. ho
Tpx) = x;a—z, (9.82)
N D T .
Damit folgt
(Tpx — PxT) Y = ih). (9.84)

Diese Gleichung gilt unabhéngig von der Wellenfunktion v, auf welche die
Operatoren wirken. D.h. fiir den Kommutator der beiden Operatoren &
und py gilt

&, px] = ih. (9.85)

In diesem Beispiel verschwindet der Kommutator nicht, d.h. die beiden
Operatoren T und py kommutieren nicht. Es sei bemerkt, dass die Ope-
ratorgleichung (9.85) ganz allgemein fiir kanonisch konjugierte Variablen
gilt.

Im Gegensatz gibt es auch Operatoren, deren Kommutator verschwindet.
Zum Beispiel gilt fiir die Anwendung der Operatoren & und py auf die
Wellenfunktion ¢ = ¢(x,y, z,t) in der Ortsraumdarstellung
hoy h O

z,p =@py — D)V =0——— — - =0. 9.86

[, D] ¢ = (2Dy — Pyd) ¢ = @~ 9 10y (9) (9.86)
Das Nichtverschwinden eines Kommutators hat (wie wir in Abschnitt 9.5.4
prézisieren und beweisen werden) folgende Bedeutung: Die Erwartungs-
werte nicht kommutierender Operatoren kénnen nicht gleichzeitig mit be-
liebiger Genauigkeit bestimmt werden.

Diese Eigenschaft ist, wie wir auch im Zusammenhang mit der Heisenberg-
schen Unschérferelation (siehe Abschnitt 9.2) gesehen haben, ein wichtiger
Aspekt der Quantenmechanik. In der klassischen Physik beobachten wir
dieses Phénomen nie: Klassische Messgrossen kommutieren immer und
sind dementsprechend gleichzeitig beliebig genau bestimmbar. Es fallt je-
doch auf, dass der Kommutator der Operatoren Z und py fiir A — 0 ver-
schwindet. In diesem Grenzfall konnen dann x und py beliebig genau be-
stimmt werden. In diesem Grenzfall strebt auch die de Broglie-Wellenlédnge
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A = h/p gegen null, so dass keine Beugungserscheinungen mehr auftreten.
Insbesondere verschwindet auch die rechte Seite der Heisenbergschen Un-
schérferelation (9.37). Aus diesen Griinden kann die klassische Mechanik
als Grenzfall der Quantenmechanik fiir & — 0 betrachtet werden.

Am Beispiel der verschiedenen Komponenten des Bahndrehimpulses zeigt
sich, dass nicht nur Operatoren, die kanonisch konjugierten Variablen ent-
sprechen, nicht kommutieren. Fiir die Anwendung des Kommutators der
Operatoren Ly und L auf die Wellenfunktion ¢ = ¢(z,y, z,t) erhdlt man

o K 0 oy o
[LX’LY]T’Z)_ << Yo. ~ 8y>< dr 82)

(2ea) ()

LR e 0t G0 o
2 \\ Y8200 "Yor T Y92 7 % Gyaxr T T oyaz
321/} o 82¢ — o +zz 0% +x8—¢
Vo102 0xdy Y522 020y oy
_ 3¢ LV
N ax 8y
= ihsz. (9.87)
Analog ergibt sich
[Ly, L,) = ihLy, (9.88)
[L,, Ly = ihLy (9.89)

Dies bedeutet, dass es nicht moglich ist, dass zwei verschiedene Kompo-
nenten des Bahndrehimpulses gleichzeitig beliebig genau bestimmt werden
kénnen.

. Reelle Erwartungswerte

Operatoren in der Quantenmechanik haben reelle Erwartungswerte, da
physikalisch messbare Grossen, sogenannte Observable?, reell sind. Bei-
spiele fiir Observable sind Ortskoordinaten, Impuls, Bahndrehimpuls, Ener-
gie oder allgemein reelle Funktionen von Orts- und Impulskoordinaten.

Ein Operator F', der einer Observablen F (z,p) entspricht, muss demzu-
folge folgende Bedingung erfiillen

(F(z,p)) = (F(z,p))",

d.h. der Erwartungswert muss gleich seinem konjugiert Komplexen sein.
Fiir den Operator F' gilt daher

(9.90)

/_ T e ) F () = /_ b ) F G () d, (9.91)

2In anderen Worten: Der Begriff Observable ist ein anderer Ausdruck fiir eine physikalische
Messgrosse.
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Operatoren, die diese Bedingung erfiillen, werden nach Charles Hermite
hermitesche oder selbstadjungierte Operatoren genannt. Es ergibt sich also
folgende Schlussfolgerung:

Jeder Observablen F' entspricht ein hermitescher Operator F.

Als Beispiel betrachten wir den Impulsoperator py zur Observablen py, und
zeigen, dass py hermitesch ist. Es gilt

() = / " g (a, Ope(a, e
:/ v (x ?&Z)@ t)d:c

PI

P (xt)d)(xt‘_oo [y,

=0
= (p0)", (9.92)

womit gezeigt ist, dass der Impulsoperator py hermitesch ist. PI steht fiir
partielle Integration.

6. Erzeugung eines hermiteschen Operators

Es stellt sich heraus, dass Operatoren zu Observablen nicht automatisch
hermitesch sind. Als Beispiel betrachten wir dazu die Funktionen F; = xpy
und F5 = pyx. Sie sind als Produkt aus Ortskoordinate und Impuls physi-
kalisch deutbare Funktionen und demzufolge Observablen. Die Berechnung
der Erwartungswerte (xpy) und (pyxz) zeigt jedoch, dass weder der Ope-
rator Fl = Ipx noch der Operator Fg = PxZ hermitesch ist. Zudem erhalt
man fiir F; und F5 unterschiedliche Erwartungswerte.

Es ist jedoch moglich, diese Operatoren zu ,hermitesieren”. In unserem
Beispiel ist die Hermitesierung relativ einfach: Der zu F; und F5 gehorende
hermitesche Operator lautet
A1
F=-
5 (
Im Allgemeinen kann diese Aufgabe der Hermitesierung jedoch relativ
kompliziert sein.

Py + Pxt) (9.93)

9.4 Das zweite Postulat: Die Schrodinger-Gleichung

Ist die Wellenfunktion ¢ (z,y, z,t) eines Teilchens bekannt, so ist der Zustand
des Teilchens vollstdndig charakterisiert. Insbesondere ist es moglich die Erwar-
tungswerte beliebiger Observablen auszurechnen und somit das Verhalten des
Teilchens in einem Experiment vorauszusagen. Es stellt sich nun die Frage: Wie
bestimmt man die Wellenfunktion ¢ (z,y, z,t) eines Teilchens?

Die Antwort auf diese Frage lieferte Schrodinger im Jahr 1926:
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Postulat 2 Die Wellenfunktion 1(x,y, z,t) ist eine Losung der Differentialglei-
chung

op(x,y, z,1)

H =

(9.94)
Diese Gleichung wird nach Schridinger die zeitabhdngige Schrédinger-
Gleichung genannt.

Die Dynamik eines quantenmechanischen Systems wird durch die zeitab-
héngige Schrodinger-Gleichung bestimmt. Die Schrédinger-Gleichung ist ein wei-
teres Postulat der Quantenmechanik und kann nicht hergeleitet oder bewiesen
werden.

Fiir ein Teilchen der Masse m, das sich mit nichtrelativistischer Geschwin-
digkeit in einem Potential V' (z,y, z,t) bewegt, nimmt die zeitabhédngige Schro-
dinger-Gleichung mit (9.64) folgende Form an

2
—:—Aw(x y,z,t) + V(z,y,z,t)(z,y, 2,t) = th.
In der Quantenmechanik tritt die Schrodinger-Gleichung an die Stelle der New-
tonschen Bewegungsgleichung der klassischen Mechanik. Wir verdeutlichen die-
sen Zusammenhang hier an einem Beispiel.

Ein Teilchen der Masse m bewege sich entlang der x-Achse in einem Poten-
tial V(x). Die Newtonsche Bewegungsgleichung kann geschrieben werden in der
Form

(9.95)

d ov

“p=F=_-2""\ 9.96

at? Ox ( )
Die Quantenmechanik erlaubt nur statistische Aussagen in Form von berechne-
ten Erwartungswerten. Demzufolge wiirde die entsprechende Gleichung in der

Quantenmechanik folgende Gestalt annehmen

d ov
pr (p) = <_8x> ) (9.97)
Herleitung:
d
i / O (@, t)py(a, t)da

8wx t)
zdt/ V(@ dr

_ i/—oo (awéf ) awéz 1) w*(m,t)gtawéiﬁ) & (0.8)

Die Schriodinger-Gleichung und das konjugiert Komplexe der Schrédinger-Glei-
chung fiir unser Beispiel lauten

0 ,t k2 H? t

Zhwgi) - szgg) + V(@)y(z, t), (9.99)
o K2 52 : .

i ¢a(f o gmw + V(2)y*(z,1). (9.100)
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Einsetzen in (9.98) liefert

o0 2 92 T T
G0 = (s v ) 2

dt 2m  Ox?
[T weng (EED ven) i
1;1/_2;;81#;(5@ 32?(95 1) g +/°° V(@) (ot )8w(x t) i
_/‘:;mé‘wa( P00 g, _/ W (2,65 (V (@)l b)) do
:/OO V(@) () 20D / V(@ )V (@) w(i’t)dx
- [T )w,t)d
- [ (— 8; ) vta. e
_ <_gz>. (9.101)

Stationire Lésungen

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m, das sich mit nichtrelativistischer
Geschwindigkeit in einem Potential V' (z,vy, z,t) bewegt.

Definition 9.11 FEin Zustand, der dadurch gekennzeichnet ist, dass die Wahr-
scheinlichkeit * (z,t)y(x, t)dx das Teilchen zwischen x und x + dx anzutreffen
nicht von der Zeit t abhdngt, heisst stationdrer Zustand.

FEin Beispiel dafiir ist die bereits mehrfach erwihnte ebene, harmonische
Materiewelle

Y, t) = Ae'Pr=EO/R (9.102)
Allgemein hat ein stationdrer Zustand die Form
Y(x,t) = u(z)e P, (9.103)
In drei Dimensionen gilt
W(,y, 2,1) = u(z,y, 2)e (9.104)

F ist die totale Energie des Teilchens, welche bei nichtrelativistischer Behand-
lung die Summe aus kinetischer und potentieller Energie ist

2
B = B+ V(@,y,2,8) = 2+ V(@,y,2,1). (9.105)
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Wir setzen nun den Ansatz (9.104) in die zeitabhingige Schrodinger-Gleich-
ung (9.94) ein, um herauszufinden, unter welchen Bedingungen sie eine Losung
ist

h2 . A
_%A (U(ZE, Y, Z)e_ZEt/h) + V($7 Y, z, t)U(IL‘, Y, Z)e_ZEt/h

_ .90 —iEt/h
= Zh@t <u(;r,y, z)e ) . (9.106)

u(x,y, z) ist eine Funktion der Ortskoordinaten allein, sodass

h? —iBt/h 20 g
<_2,),nAu($7yvz) —i—V(:B,y,z,t)u(x,y, Z)) € - u(x7y7 Z)Zha@ :
(9.107)

Wenn sich das Teilchen in einem zeitunabhéngigen Potential V' (z,y, z) be-
wegt und somit die Gesamtenergie E konstant ist (0E/0t = 0) gilt
hQ
—TAU(LU, Y, Z) + V({E, Y, Z)U(JZ‘, Y, Z) = EU({L’, Y, Z)' (9108>
m

Diese Gleichung bestimmt die zeitunabhéngige Funktion u(zx,y, z).

Ein Teilchen ist also in einem stationdren Zustand, wenn seine Bewegung
in einem zeitlich konstanten Potential V(x,y, z) stattfindet. Fiir die Funktion
u(x,y, z) gilt dann die zeitunabhdngige Schrédinger-Gleichung

h2
—%Au(a:, Y, Z) + V(*/Ea Y, Z)U(:L‘, Y, Z) = E’u,(:);‘, Y, Z) (9109)

9.4.1 Eigenschaften der Losungen

Losungen der Schrodinger-Gleichung in einer Dimension besitzen folgende Ei-
genschaften (gelten auch in drei Dimensionen):

1. Normierbarkeit

Bei physikalischen Problemen miissen die Losungen v (z,t) normierbar
sein

/00 ¥ (z, t)(x, t)dr < oo. (9.110)

Da die Schrodinger-Gleichung linear und homogen ist, darf man eine Lo-
sung mit einem Normierungsfaktor multiplizieren. In Ubereinstimmung
mit (9.2) wéhlen wir den Normierungsfaktor jeweils so, dass

oo
/ Y (x, t)(x, t)de = 1. (9.111)
—00
Im Fall stationdrer Zustinde ist ¥ (z,t) = u(z)e F¥" so dass

/OO u(x)u(z)dr = 1. (9.112)

—00
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2. Verhalten im Unendlichen

Aus der Normierungsbedingung folgt, dass ¢ (x,t) und u(z) mit  — oo
geniigend rasch gegen null streben miissen. Dasselbe gilt auch fiir die Ab-
leitungen nach z.

3. Stetigkeit und Eindeutigkeit

Y(x,t) und OY(z,t)/Ox miissen fiir alle z stetig, eindeutig und endlich
sein. Dasselbe gilt auch fiir u(x) und du(x)/0x.

Diese Eigenschaften garantieren zum Beispiel, dass die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit und der Impuls eines Teilchens kontinuierlich mit den Ko-
ordinaten variieren.

4. Superpositionsprinzip

Da die Schrodinger-Gleichung linear und homogen ist, ist eine beliebige
Linearkombination von Losungen ebenfalls eine Losung. D.h. sind zum
Beispiel ¥ und 9 Losungen der Schréodinger-Gleichung, so ist ¢ = ay +
by ebenfalls eine Lésung.

Ausnahmefille

Es kommt vor, dass idealisierte Beispiele und Grenzfille einige dieser Eigen-
schaften nicht erfiillen. Wir geben hier zwei bekannte Beispiele an:

- Die ebene harmonische Materiewelle 1(z, t) = Ae!P*=ED/M erfiillt die Nor-
mierungsbedingung und das geforderte Verhalten im Unendlichen nicht.
Dies entspricht dem Grenzfall, bei dem Teilchen vollsténdig im Raum de-
lokalisiert sind, ihre Position also vollig unbestimmt ist.

- Losungen fiir physikalisch unrealistische Randbedingungen wie z.B. fiir
das Teilchen im Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden (siche Ab-
schnitt 9.1.1) erfiillen die Stetigkeitsbedingungen nicht. In jeder physika-
lisch realistischen Situation, z.B. wenn ein Elektron durch endlich grosse
elektrische Felder in einem Quantenpunkt lokalisiert ist, hat ein Potenti-
altopf eine endliche Hohe.

9.4.2 Beispiele von Lésungen der Schrédinger-Gleichung

Wir berechnen nun Loésungen der Schrédinger-Gleichung fiir einige grundlegende
physikalische Probleme.

Bewegung im zeitlich und rdumlich konstanten Potential

Wir betrachten ein nichtrelativistisches Teilchen, das sich lings der x-Achse
bewegen kann und dessen potentielle Energie V) rdumlich und zeitlich konstant
ist. Nach der klassischen Mechanik bewegt sich das Teilchen dann mit einem
beliebigen, konstanten Impuls von links nach rechts oder von rechts nach links
oder es bleibt irgendwo in Ruhe. Wir wollen nun herausfinden wie ein solches
Problem quantenmechanisch gelost wird.
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Da das Potential Vj zeitunabhéngig ist, kommt die zeitunabhéngige Schrod-
inger-Gleichung (9.109) zur Anwendung

n? 02

" om oa2"

(z) + Vou(x) = Eu(x). (9.113)

Wir wahlen den folgenden Ansatz

u(z) = et*®, (9.114)
Einsetzen in (9.113) liefert
R,
—k =FE. A1
5k + Vo (9.115)
Daraus ergibt sich
2m

Somit nimmt die Funktion u(z) folgende Form an

3 —ikx : 2m
u(z) = Ae™ + Be ™* mit k = T3 (B = V0). (9.117)
Die vollstandige Wellenfunktion ¢ (x,t) lautet
U(x,t) = u(x)e PN = (Aeikm + Beiikz> eTiB, (9.118)

Mit E = hw und k = \/2m(E — Vp)/h ist ¢(x,t) die Superposition einer links-
mit einer rechtslaufenden harmonischen Welle

Y, t) = Ae!he=wt) 4 Beil—ka—wt), (9.119)

Nach de Broglie gilt & = p/h = mv/h und mit Eg, = mv?/2 gilt k =
V2mEy, /h. Der Vergleich mit (9.116) fiihrt auf Ey, = E — Vo, was besti-
tigt, dass F der Gesamtenergie des Teilchens entspricht. Fir die Wellenfunktion
¥(x,t) eines Teilchens mit konstantem lédngs der positiven x-Achse gerichteten
Impuls p gilt dementsprechend

Y(x,t) = Ae'Pr=EO/R (9.120)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte 1*(z, t)¢(x, t) nimmt dabei den konstanten Wert
A? an. Demzufolge ist diese Wellenfunktion nicht normierbar. In diesem Fall
kann die Konstante A so gewéhlt werden, dass sie die konstante Dichte der
Teilchen entlang der xz-Koordinate angibt.
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Teilchen im Potentialtopf

Wir 16sen nun das in Abschnitt 9.1.1 besprochene physikalische Problem ei-
nes Teilchens in einem Potentialtopf mit der Schrodinger-Gleichung. D.h. wir
betrachten ein Teilchen der Masse m, das sich ldngs der x-Achse bewegt, je-
doch zwischen den Koordinaten 0 und L lokalisiert ist. Das Potential V(x) hat
dementsprechend die Form (siehe Abb. 9.1)

Viz) = {O’ Oz, (9.121)

00, sonst.

Da das Potential zeitunabhéngig ist, gilt die zeitunabhéngige Schrodinger-Glei-
chung

h2 82
(@) + V (@)u(e) = Bu(x). (9.122)

Fiir £ < 0 und z > L ist wegen V(z) = oo u(x) = 0. Fiir 0 < x < L nimmt die
zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung folgende Form an

h? 92

f%@u(x) = Eu(x). (9.123)
Wir wahlen wieder den Ansatz
u(z) = ek, (9.124)
Einsetzen in 9.123 liefert
;kQ =E. (9.125)
Daraus ergibt sich
ko =+ QZLZE (9.126)

Somit nimmt die Funktion u(z) folgende Form an

2mE

u(z) = Ae™® + Be " mit k = B

(9.127)

wobei A und B die Amplituden der rechts bzw. links laufenden Wellen beschrei-
ben. Die Beriicksichtigung der Randbedingungen fiihrt analog zu den Ausfiih-
rungen in Abschnitt 9.1.1 auf die folgende Losung?®

2 —iEn
\/;Sln("%x)e gz t/h, 0<x<L,

0, sonst,

Un (1) = up(x)e” Pt/ = { (9.128)

3Der Faktor i ist ein nichtrelevanter Phasenfaktor und wurde deshalb gegeniiber der Formu-
lierung (9.14) vernachléssigt.
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wobei die (diskreten) Energiewerte E,, gegeben sind durch

h2

" 9om

(%)2n2 mit n € N (9.129)
Die Wellenfunktionen (9.128) erfiillen nicht alle Bedingungen, die man an eine
Losung der Schrodinger-Gleichung stellt, denn die Ableitung der Wellenfunktion
nach x bei x = 0 und x = L ist unstetig. Dies ist eine Folge davon, dass das
betrachtete Potential zu unphysikalischen Randbedingungen fithrt. Wie wir im
néchsten Abschnitt sehen werden, tritt diese Schwierigkeit beim Potentialtopf
mit endlicher tiefe Vj nicht auf. Trotzdem sind die Wellenfunktionen (9.128)
durchaus sinnvoll, wenn man sie als Grenzfall Vj — oo betrachtet.

Teilchen im endlichen Potentialtopf

Wir kommen nun vom Spezialfall V) = oo zum allgemeinen Fall Vj # co. Wir
betrachten ein Teilchen mit Masse m, das sich in einem zeitlich konstanten
Potential

0, < a,
Viz) = ol < a (9.130)
Vo, |z| > a,

welches die Gestalt eines symmetrischen Topfes der Tiefe V{ hat (siehe Abb. 9.5),
bewegt. Die Gesamtenergie des Teilchens sei F.

Wir betrachten zuerst die klassischen Erwartungen und unterscheiden dabei
die Félle E <V und E > V.

1. E < Vp: Da die kinetische Energie positiv sein muss, kann sich das Teil-
chen nur innerhalb des Topfes aufhalten. Es bewegt sich zwischen den
Umkehrpunkten +a hin und her.

2. E > Vj: Das Teilchen kann den Topf durchqueren und sich auch ausserhalb
desselben aufhalten.

Wir kommen nun zur quantenmechanischen Behandlung fiir den Fall dass
E < Vy, d.h. wenn das Teilchen im Potentialtopf lokalisiert ist. Wir unterteilen
die x-Achse in drei Bereiche I, II und IIT (sieche Abb. 9.5) fiir die wir die
zeitunabhéngige (Potential ist zeitunabhéngig) Schrodinger-Gleichung separat
16sen.

V()

Abb. 9.5: Das Potential V(z) in Abhén-
gigkeit von zx fiir ein Teilchen im endli-
chen Potentialtopf. Die x-Achse wird fiir

a a x die Berechnungen in drei Teilgebiete I, IT
I I 1] und IIT unterteilt.

Vo
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- In der Region I nimmt das Potential den Wert Vj an und daher lautet die
zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung

n% 92
—_— =F . 131
5 B2 ur(z) + Vour(x) uy(x) (9.131)
Die Losung dieser Gleichung ist
2m(Vy — E)

up(z) = Are"® + Ale ™ F mit K = (9.132)

h2
Da die Losung fiir 2 — —oo endlich sein muss gilt A} = 0 und wir erhalten

2m(Vo— B)

ur(z) = A1e¥'® mit k' = 2

(9.133)
- In der Region II verschwindet das Potential und daher lautet die zeitun-
abhéngige Schrodinger-Gleichung

h2 82

—%@UH(JJ) = E’U,H(CC). (9.134)

Die Losung dieser Gleichung ist

2mE

u () = Age™™ 4 Abe ™ mit k = 2 (9.135)
- Analog zu Region I ergibt sich fiir die Region III die Losung
Kz - 2m(Vo — E
um(z) = Aye ™ mit k' = (;;2). (9.136)

Aus den Stetigkeitsbedingungen fiir die Wellenfunktion und deren Ableitung
nach x an den Stellen x = +a ergeben sich die folgenden Gleichungen zur
Bestimmung der Amplituden und Energiewerte

ur(—a) = urg(—a) = Aje ¥ = Age=*e 4 Abethe, (9.137)
a“%(;“) - 8“1(19(;“) s K Are ' = ik Ayemhe — jf Ak, (9.138)
ugr(a) = up(a) — Agette 4+ A'Qe_“m = Age_k/a, (9.139)
augf) - a“g;(“) — ik Age™ — ik Ahe R = —/ ALe Mo (9.140)
In Matrixschreibweise lautet dieses Gleichungssystem
— 0 _o—ika _gika A
Y i . ;
k eok’ a e_(;f/a _T:ik;ka i]{:—f:a j{li —0. (9.141)

0 k/e—k"a iketka — ke tka A’2
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Elementare Zeilenumformungen fiir lineare Gleichungssysteme liefern

efk’a 0 P _etka Ay
0 e _eikza _efika A/3
0 0 (K —ik)e ™ (K 4 ik)etke Ao
0 0 (K +ik)eke (K —ik)e ) \A)

=M

= 0. (9.142)

Nichttriviale Losungen ergeben sich fiir det(M) = 0. Daraus ergibt sich

K —ik)®
k) _ ik (9.143)
(k' + ik)

Wir unterscheiden hier zwei Falle

;.
k —Zk_ 2ika

= 144
K+ ik ’ (9.144)
K —ik g
= —e“he 9.145
Wik O (9.145)
die symmetrischen (u(z) = u(—z)) und antisymmetrischen (u(z) = —u(—2x))

Wellenfunktionen entsprechen. Wir berechnen separat die Amplituden der Wel-
lenfunktionen in den drei Regionen und die sich daraus ergebenden moglichen
Energiewerte.

1. Antisymmetrischer Fall

Wir setzen A, = C und bestimmen mit (9.142) schrittweise die weiteren
Amplituden. Fiir Ay erhalten wir mit (9.144)

K+ ik o

Ar = —C—

=—-C. (9.146)
Wir erhalten also fiir den ersten Fall fiir den Bereich II antisymmetrische
Wellenfunktionen. Daher nennen wir diesen Fall antisymmetrisch. Fiir Af
und A; ergibt sich
A ika Al —ika ika _ —ika ,
A= 220 T T 0C T T oiCsin(ka)eMe, (9.147)

e—k’a e—k’a

Ay = — Al = 2iCsin(ka)e®®. (9.148)

Die Wellenfunktionen fiir die drei Bereiche I, II und III nehmen dement-
sprechend die folgende Form an

up(z) = 2iC sin(ka)e® @+, (9.149)

urr(z) = —Cek® 4 Ce™ ™ = —2C sin(kx), (9.150)
uprr(z) = —2iC sin(ka)e® (). (9.151)
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Die verbleibende Unbekannte C' erhalten wir aus der Normierungsbedin-
gung. Es gilt

1:/ \ul(:c)|2dx+/ \un(az)]Qda:—k/ lurrr(x)|? da:

= / 4C? sin? (ka)e?¥ (4+2) 4 +/ 4C? sin®(kx)dx

—00 —a

+/ AC? sin? (ka) e (0= dy

4C%sin®(ka)  4C? . 402 sin?(ka)
- 2% + k (ka — Sln(k'a) Cos(ka)) + T

Daraus ergibt sich fiir die Konstante C

C=5—% p (9.153)

1 <sin2(ka) N ka — sin(ka) cos(ka)>1/2
> )

Damit ist die Wellenfunktion fiir das Teilchen im endlichen Potentialtopf
im antisymmetrischen Fall bestimmt.

Es bleibt noch die Frage zu klaren, welche Energiewerte fiir das Teilchen
erlaubt sind. Wir formen dazu die Gleichung (9.144) um, sodass wir eine
transzendente Gleichung erhalten, die wir graphisch l6sen kénnen. In ei-
nem ersten Schritt ersetzen wir k£ und &’ in (9.144) durch die Ausdriicke
in (9.133) und (9.135). Wir erhalten somit

2iamBan _ V2m(Vo — E) —ivV2mE
V2m(Vo — E) +iV2mE

<\/2m(V0 —E) - i\/2mE)2

2mVy
2E  \JAE(V,— E)
=1-—=-¢——. .154
v i v (9.154)

Wir schreiben nun auch die linke Seite der Gleichung als Summe von Real-
und Imaginarteil

cos(2vV2mFEa/h) + isin(2v2mFEa/h) =1 — i i—'4E(VO_E).

Vo Vo
(9.155)
Gleichsetzen der Real- bzw. Imaginérteile ergibt folgendes Gleichungssys-
tem
2F
cos(2v2mEa/h) =1 — Vo (9.156)
0
4E(Vp — FE
sin(2v2mEa/h) = _VAEW = B) (9.157)

Vo
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Wir beniitzen die Additionstheoreme cos(2x) = 1 —2sin? z und sin(2z) =
2sinx cosx und erhalten

2E
=T

2sin(v2mFEa/h) cos(V2mEa/h) = —ZIE(“/E)_E).

2sin®(v2mFEa/h) (9.158)

(9.159)

Division von (9.159) durch (9.158) ergibt

E(Vo - E)

—cot(vV2mEa/h) = z

(9.160)
Wir fithren nun die Konstante £ = v/2mVpa/h ein. Damit ergibt sich das
folgende Resultat (siehe Gl. (9.135))

&2 — (ka)> . 2mE
Ve W it k= .
a mit & 3

—cot(ka) = (9.161)
Dies ist die zu Beginn erwédhnte transzendente Gleichung, die wir nun
graphisch 16sen. Dazu setzen wir z = ka und tragen die Funktionen
f2(z) = —cotz und f&(z) = \/&? — 22/z auf (sieche Abb. 9.6). Die er-
laubten Werte von z ergeben sich aus den Schnittpunkten dieser beiden
Kurven. Die Anzahl antisymmetrischer Losungen n, héngt von £ ab. Dabei
gilt folgende Gesetzmaéssigkeit: Wenn

g(2na —1)<€< g(ma +1), (9.162)

dann besitzt (9.161) genau n, Losungen. Insbesondere wird daraus ersicht-
lich, dass antisymmetrische Losungen nur dann existieren, wenn & > /2,
d.h. wenn gilt

2mVpa? 2

s
2o

(9.163)

Abb. 9.6: Graphische Losung der tran-
szendenten Gleichung (9.161) fiir verschie-
dene Werte von £. Die Funktion f{(z) ent-
spricht der schwarzen durchgezogenen Li-
N nie, die Funktion f&(z) ist durch die rot
. gepunktete (&;), blau gestrichelte (£2) und

. o 3x 2n grin durchgezogene Linie (£3) dargestellt,
wobei & < & < 3.
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Das Potential Vj; muss also einen minimalen Wert aufweisen. Die z ent-
sprechenden Energiewerte E ergeben sich aus (siehe Gl. (9.135))
k%h? 22h?
F=—=—. 9.164
2m  2ma? ( )
2. Symmetrischer Fall

Da der symmetrische Fall analog zum antisymmetrische Fall gelost wird,
werden wir uns im Wesentlichen auf die Angabe der Resultate beschrén-
ken. Wir setzen wiederum A}, = C und bestimmen mit (9.142) schrittweise
die weiteren Amplituden. Fiir A erhalten wir mit (9.145)

Ay =C. (9.165)

Wir erhalten also fiir den Bereich IT symmetrische Wellenfunktionen. Da-
her nennen wir diesen Fall symmetrisch. Fiir A5 und Ay ergibt sich

L = 2C cos(ka)eF'®, (9.166)
A = —2C cos(ka)e* . (9.167)

Die Wellenfunktionen fiir die drei Bereiche I, II und III nehmen dement-
sprechend die folgende Form an

u(z) = —2C cos(ka)e® ek (4+7), (9.168)
ugr(x) = 2C cos(kx), (9.169)
urr(z) = 2C cos(ka)e® (@), (9.170)

Die verbleibende Unbekannte C' erhalten wir aus der Normierungsbedin-
gung. Analog zu den Berechnungen beim antisymmetrischen Fall ergibt
sich fiir die Konstante C

1 (cos?(ka)  ka + sin(ka) cos(ka) /2
C=- o T . .

2
Damit ist die Wellenfunktion fiir das Teilchen im endlichen Potentialtopf
auch im symmetrischen Fall bestimmt. Ebenfalls ergibt sich auf analoge
Weise eine transzendente Gleichung zur Bestimmung der Energiewerte

2 — (ka)? V2mE
gka(a)mitfzxﬂm‘/oa/hundk: ;Ln .

Fiir die graphische Losung setzen wir wiederum z = ka und tragen die
Funktionen f{(z) = tanz und f5(z) = /&2 — 22/z auf (siehe Abb. 9.7).
Die erlaubten Werte von z ergeben sich aus den Schnittpunkten dieser
beiden Kurven. Die Anzahl symmetrischer Losungen ng ist gegeben durch

ng = {w , (9.173)

™

(9.171)

tan(ka) = (9.172)

wobei [...| auf die néchsthohere ganze Zahl rundet. Somit existiert fiir
¢ > 0 im Gegensatz zum antisymmetrischen Fall auf jeden Fall mindestens
eine Losung. Die z entsprechenden Energiewerte F ergeben sich wiederum
aus (9.164).
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4 \ Abb. 9.7: Graphische Losung der tran-
R szendenten Gleichung (9.172) fiir verschie-
ol \\\ dene Werte von £. Die Funktion f5(z) ent-
| AN spricht der schwarzen durchgezogenen Li-
\ N nie, die Funktion f5(z) ist durch die rot
0/ - gepunktete (&;), blau gestrichelte (£2) und
o 7 37” sj” 7?" griin durchgezogene Linie (£3) dargestellt,
5 wobei & < & < &3.

Zum Abschluss formulieren wir einige Schlussfolgerungen und zusammen-
fassende Bemerkungen:

- Fassen wir die beiden Félle zusammen, so ergeben sich fiir ein festes Po-
tential V und damit fiir ein festes &

Fﬂ +1 (9.174)

diskrete Zustdnde, die das Teilchen besetzen kann. |...| rundet auf die
néchstkleinere ganze Zahl ab. Zum Beispiel ergeben sich fiir ein Potential
mit & = 5: 4 Zusténde, 2 antisymmetrische und 2 symmetrische.

- Die symmetrischen und antisymmetrischen Zustdnde wechseln einander
mit wachsender Energie und Knotenzahl* ab. Die Knotenzahl im symme-
trischen Grundzustand ist null und steigt bei jedem hoheren Zustand um
eins. Sie bietet daher eine Moglichkeit, die Zustdnde zu nummerieren.

- In Abb. 9.8 ist eine numerische Losung der Schrodinger-Gleichung fiir die
Wellenfunktionen fiir die Knotenzahlen &k von 0 bis 4 dargestellt.

- Im Vergleich zu den zu Beginn aufgefiihrten klassischen Betrachtungen
ergibt sich folgender wichtige Unterschied: Auch bei E < Vj besteht eine
nichtverschwindende Wahrscheinlichkeit das Teilchen ausserhalb des Top-
fes (in den Gebieten I und III) anzutreffen.

Der Tunneleffekt

Wir betrachten ein Teilchen mit kinetischer Energie E, welches auf eine Poten-
tialbarriere der Hohe V) > E und der Breite L trifft (siche Abb. 9.9). Nach den

4Die Knotenzahl entspricht der Anzahl Nullstellen der Wellenfunktion
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101.

\//\, Abb. 9.8: Numerische Lésung der Schro-
0 n 2n 3n 47 dinger-Gleichung fiir die Wellenfunktio-
z nen fiir die Knotenzahlen k von 0 bis 4.

Regeln der klassischen Physik kann das Teilchen die Barriere nicht iiberwinden.
Quantenmechanisch kann ein Teilchen jedoch eine Potentialbarriere durchdrin-
gen und sich auf der anderen Seite der Barriere weiter fortbewegen. Auf diesen
quantenmechanischen Effekt, den sogenannten Tunneleffekt, gehen wir in diesem
Abschnitt genauer ein.

Der Tunneleffekt wurde in zahlreichen Experimenten verifiziert, z.B. beim
radioaktiven Zerfall oder in elektronischen Tunneldioden. Der Tunneleffekt wird
z.B. im Rastertunnelmikroskop (siehe Abschnitt 7.2.3), welches zur Abbildung
der Oberfldche verwendet werden kann, auch technisch angewandt. Dessen Funk-
tionsweise beruht darauf, dass es fiir Elektronen moglich ist die Potentialbarriere
zwischen der abtastenden Spitze und der zu untersuchenden Oberfliche einer
Probe zu iiberwinden.

Das Ziel der folgenden Rechnung ist es, die sogenannte Transmissionswahr-
scheinlichkeit, auch Transmissionskoeffizient genannt, eines Teilchens durch eine
Potentialbarriere zu bestimmen. Die Definition lautet folgendermassen:

Definition 9.12 Die Transmissionswahrscheinlichkeit T ist definiert als

der transmittierte Teilchenfluss Sirans geteilt durch den einfallenden Teilchen-
fluss Sein und ist damit ein Mass fiir die Stdrke des Tunneleffekts

7 = Strans (9.175)
Sein

V(x)

Vo

Abb. 9.9: Ein Teilchen mit kinetischer
0 - x Energie E trifft auf eine Potentialbarrie-
| It 1] re der Hohe Vy > E und der Breite L.
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Der Teilchenfluss S ist dabei gegeben durch
S = |u(z))? v, (9.176)

d.h. als Produkt von, Wahrscheinlichkeitsdichte |u(z)|* und Teilchengeschwindig-
keit v.

Wir beginnen unsere Berechnung, indem wir die x-Achse in drei Bereiche I, 11
und IIT unterteilen (siehe Abb. 9.9), fiir die wir die zeitunabhéngige Schrédinger-
Gleichung (Potential ist zeitunabhéngig) separat 16sen

h2 82

L: - %Wul(x) = Fu(z), (9.177)
n? 92

II: - %@un(x) + Voun(z) = Eup(x), (9.178)
n? 92

II1: — %@um(x) = Eum(az). (9.179)

Die Losung fiir die drei Bereiche lassen sich analog zu den vorangegangenen
Beispielen mit Hilfe eines Exponentialansatzes bestimmen. Wir verzichten daher
auf eine Herleitung und geben direkt die Losungen fiir die Wellenfunktionen wuy,
urr und vy in den drei Bereichen an

4 4 2mE
L ou(z)=  Aeh® Be ™M® mit ky = 9.180
()= At 4 et it by = Y2 (9.150)
einfallende reflektierte
Welle Welle
. 2m(Vp — E
I up(z) =  CeM® 4 De 1% mit kyy = (hO)’ (9.181)
zerfallende Wellenfunktion
in der Barriere
; - 2mE
I up(z) = Fetfu® Ge T it k= ky = 9.182
() : + , 1 = ki N ( )
rechtslaufende linkslaufende
Welle Welle

Es ist zu bemerken, dass im Bereich III aufgrund der betrachteten Situation
(Teilchen kommt von links) nur eine rechtslaufende Welle existieren kann und
daher G = 0 ist. Die anderen Koeffizienten A, B, C, D und F ergeben sich
aus den Stetigkeitsbedingungen bei x = 0 und x = L fiir die Wellenfunkti-
on und deren Ableitung nach z. Bevor wir die Koeffizienten A, B, C, D und
F aus diesen Stetigkeitsbedingungen berechnen, gehen wir zuriick zu unserem
urspriinglichen Ziel, der Bestimmung der Transmissionswahrscheinlichkeit T
Mit (9.180) und (9.182) ergibt sich nach Definition 9.12 der folgende Ausdruck

 Swans _ |um(@)Pom  FF*

T = — = , 9.183
Sein  |upem(z))Pv;  AA* ( )
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wobei ujein(z) den einfallenden Anteil der Wellenfunktion up(x) bezeichnet.
Ausserdem haben wir im letzten Schritt verwendet, dass v; = vy, da sich das
Teilchen in beiden Regionen I und III im potentialfreien Raum bewegt und beim
Tunnelprozess keine kinetische Energie verliert. Demzufolge geniigt es das Ver-
héaltnis A/F aus den Stetigkeitsbedingungen zu bestimmen. Diese sind gegeben
durch

u1(0) = ur(0) - A+ B=C+ D, (9.184)
urr(L) = u (L) — Cefnl 4 De~kul — peikil (9.185)

) )
S2(0) = 2 (0) — Aiky — Biky = Chuy — Dy, (0.186)
a;; (L) = 8;;” (L) = Ckye*E — Diyre il = Fikget*iL. (9.187)

In Matrixschreibweise lautet dieses Gleichungssystem

1 1 -1 -1 0 g
ki L —ky L _ ikiL
o0 e c c cl=o0 (9.188)
’Lk[ —’LkI —k‘H kH 0 D
0 0 kneknl’ —]{:He_kHL —ikIeikIL F
Elementare Zeilenumformungen fiir lineare Gleichungssysteme liefern
1 1 -1 -1 0 g
0 —2ik; —kyi + ikg k1 + ikt 0
0 0 hul o—hul _gikiL g =0. (9.189)
0 0 0 —2k11€_kIIL (—ik‘l + k‘H)eile F

Wir driicken nun mit (9.189) Schritt fiir Schritt die Koeffizienten A, B, C' und
D durch den Koeffizient F' aus, um dann schliesslich zum Verhéltnis A/F zu
gelangen. Fiir den Koeffizient D ergibt sich

p- (_ ik +} oliki+kn) L o (9.190)
 2kny

Damit erhalten wir fiir den Koeffizient C'
C — _ei2kIILD + e(Zk[*k)H)LF

j 1
o 'kal + eltki—km)L g (9.191)
2kt

Fir den Koeffizient B resultiert
k1 knp 1
= —|C D
( 27,]{}1 + ) + (21k[ ta

ko kL (kkiz ki ik olikrthi) L
(kRN g o i F. (9.192
(< 4iky +4kn>e i T (9192
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Schlussendlich erhalten wir daraus fir das Verhéltnis A/F
A B C D

F- F F'F
= < ke ikt > eliki—ki)L + <_ kn + ik ) eikrtki) L

dik;  4dky diky  dkpy
ﬁ 1 (th1—Fk1)L _ﬁ } (iki+ki)L
+<2k11+2>6 -2 t3)e
(1 i ko K (iki—ky) L L i (kn K (ikr+km) L
_<2 4<k1 kn>>e AV A '

(9.193)

Wir vereinfachen diesen Ausdruck, indem wir folgende zwei Annahmen tétigen:

1. Die Teilchenenergie E sei klein gegeniiber der Hohe der Potentialbarriere
Vo, d.h. E < V. Damit ergibt sich: ki > k; und daraus

kn  kr kn
_———~ — 9.194
ki kn ki ( )

2. Fiir die Barrierebreite L sei ki L > 1, d.h. wir betrachten breite Barrieren.
Daraus folgt

ekl s g=knl, (9.195)

Mit diesen beiden Annahmen (9.194) und (9.195) vereinfacht sich der Aus-
druck (9.193) fiir das Verhéltnis A/F folgendermassen

A — 1 ikn (ikp+kr)L

Einsetzen in (9.183) liefert fur die Transmissionswahrscheinlichkeit

FF*
T =
AA*
. -1 . —1
~ 1 + Zkl e~ (tki+ki) L 1 _ Zkl e~ (—iki+ki) L
2 4k 2 4k
16 e 2kl (9.197)

T4 + (ki /K1)

Mit den Ausdriicken k1 = vV2mE /h und kip = \/2m(Vp — E)/h ergibt sich das
folgende Schlussresultat

16
T — ~2/2m(Vo—E)L/h 1
3+ W/E © (9-198)

D.h. die Transmissionswahrscheinlichkeit zeigt eine starke exponentielle Ab-
hangigkeit von Teilchenenergie F und der Breite der Barriere L.

Um nun eine Vorstellung iiber die Stdrke des Tunneleffekts zu erhalten,
betrachten wir das folgende Beispiel: Ein Elektron mit kinetischer Energie £ = 1



9.4. DAS ZWEITE POSTULAT: DIE SCHRODINGER-GLEICHUNG 227

eV bewegt sich auf eine Potentialbarriere der Hohe V) = 10 eV und Breite
L = 0.5 nm zu. Wie gross ist die Transmissionswahrscheinlichkeit 7', d.h. die
Wahrscheinlichkeit, dass das Elektron die Barriere iiberwinden kann? Einsetzen
der Werte in (9.198) liefert das folgende Ergebnis

16
T— 0 22m(—BE)L/h _ 9. 107 9.199
3+ Vo/E © o

Das bedeutet, dass selbst fiir leichte Teilchen und niedrige Barrieren die Trans-
missionswahrscheinlichkeit 7" sehr klein ist. Dennoch ist der Tunneleffekt experi-
mentell beobachtbar und findet, wie bereits zu Beginn des Abschnitts erwahnt,
zum Beispiel beim Rastertunnelmikroskop® (siche Abschnitt 7.2.3) seine An-
wendung.

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir das Resultat einer Mathemati-
ca Berechnung fiir die Wellenfunktion (Realteil) und die entsprechende Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir die Zahlenwerte £ = 9 eV, Vj = 10 ¢V und L = 0.5
nm wider (siehe Abb. 9.10). Aus dieser graphischen Darstellung wird ersichtlich,
dass die Wellenfunktion vor und nach der Potentialbarriere oszilliert und inner-
halb der Barriere exponentiell abfillt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte oszilliert
ebenfalls vor der Potentialbarriere, da sich dort eine stehende Welle aus ein-
fallender und reflektierter Materiewelle ausbildet. Innerhalb der Barriere fallt
die Wahrscheinlichkeitsdichte exponentiell ab und hat nach der Barriere einen
konstanten Wert, da sich das Teilchen dort als ebene Welle nur nach rechts
ausbreitet.

Bewegung eines Wellenpakets durch einen Potentialtopf / Potential-
barriere

Wie bereits zuvor diskutiert ergibt sich ein Wellenpaket als Superposition von
vielen harmonischen Wellen mit verschiedenen Frequenzen w und Wellenzahlen
k (siche Abschnitt 6.4). Die verschiedenen Frequenzen w entsprechen verschie-
denen Energien hw.

Wir betrachten hier die Bewegung eines Gaussschen Wellenpakets durch
einen Potentialtopf der Tiefe Vi und durch eine Potentialbarriere der Hohe 1
hindurch. Dieses Problem lasst sich durch Losung der zeitabhéngigen Schrod-
inger-Gleichung (9.94) bearbeiten. Die Berechnung eines solchen Problems lésst
sich nur schwierig von Hand bewiltigen. Wir geben hier das Resultat einer Com-
puterberechnung wieder, welche von Abraham Goldberg und seinen Mitarbei-
tern im Jahr 1967 [12] durchgefiihrt wurde. Diese zeigen, dass sich das Wellenpa-
ket am Potentialtopf und an der Barriere, fiir den Fall dass die Teilchenenergie
sehr viel grosser ist als die Topftiefe oder die Barrierenhohe ((E) > Vp), im
Wesentlichen wie ein klassisches Teilchen verhalt. Das Teilchen iiberwindet die
durch die Barriere oder den Topf dargestellte Stérung mit hoher Wahrschein-
lichkeit und wird nur mit einer niedrigen Wahrscheinlichkeit reflektiert. Fiir
(E) < Vy wird das Teilchen sowohl vom Topf als auch von der Barriere re-
flektiert. Fir die Barriere entspricht dies angenahert ebenfalls den klassischen

SFiir das Design des ersten Rastertunnelmikroskops erhielten Gerd Binnig und Heinrich Rohrer
1986 den Nobelpreis.
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Abb. 9.10: Mathematica Berechnung der (a) Wellenfunktion
Re[u(z)] und (b) Wahrscheinlichkeitsdichte |u(z)|? fiir ein Elek-
tron, das sich mit einer kinetischen Energie £ = 9 eV auf eine
Potentialbarriere der Hohe V; = 10 eV und Breite L = 0.5 nm
zubewegt und diese ,tunnelt®.

Vorstellungen. Drastische Abweichung vom klassischen Verhalten kommen je-
doch zum Vorschein, wenn die Teilchenenergie von dhnlicher Grésse ist wie die
Barrierenhohe oder die Topftiefe (siehe Abb. 9.11). Vergleiche dazu die Ausfiih-
rungen zum Tunneleffekt im vorangegangenen Abschnitt.

9.5 Eigenwerte und Eigenfunktionen von Operatoren

9.5.1 Scharfe und unscharfe Werte von Observablen

Wir illustrieren zunéchst die Bedeutung von scharfen bzw. unscharfen Observa-
blen anhand von einigen Beispielen und geben anschliessend die genaue mathe-
matische Definition. Bei den Beispielen beziehen wir uns auf die Heisenbergsche
Unschérferelation (siehe Abschnitt 9.2).
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Abb. 9.11: Computerberechnungen fiir die Bewegung eines Gaus-
sschen Wellenpakets durch einen Potentialtopf (links) und durch
eine Potentialbarriere (rechts) fiir den Fall (E) = V. [12]

Stationire Zustiande

Bei der Bewegung eines Teilchens (Massepunkt) in einem zeitunabhéngigen Po-
tential bleibt die Gesamtenergie E konstant. Zur Messung der Energie steht
damit eine beliebig lange Zeitspanne At zur Verfiigung. Da AEAt ~ h, also
endlich ist, kann die Unschérfe AE einer Messung der Energie beliebig klein
werden. Man sagt in diesem Fall: Die Energie hat den scharfen Wert E.

Zum Beispiel haben wir beim Teilchen im Potentialtopf gesehen (siehe Ab-
schnitte 9.1.1 und 9.4.2), dass die Energie verschiedene scharfe und diskrete
Werte E,, annehmen kann, welche durch die Quantenzahl n charakterisiert sind.

Bei genauerer Betrachtung findet man jedoch, dass die Schérfe der Differenz
zweier Energien eines quantenmechanischen Systems immer durch die Lebens-
dauer der mit dem Ubergang verkniipften Zustéinde begrenzt ist. Diese Zustéinde
kénnen, wie wir bereits kennengelernt haben, im Prozess der spontanen Emissi-
on, hervorgerufen durch die Wechselwirkung mit den Vakuumfluktuationen des
elektromagnetischen Feldes, auf einer durch die Einstein-Koeffizienten bestimm-
ten Zeitskala zerfallen.

Teilchen im raumlich und zeitlich konstanten Potential

Nach Abschnitt 9.4.2 ist die Losung der Schrédinger-Gleichung fiir ein Teilchen
im rdumlich und zeitlich konstanten Potential eine ebene, harmonische Welle

Y(x,t) = Ae'Pr=EO/R, (9.200)

Da der Zustand stationér ist, ist die Energie scharf. Im Gegensatz zum Teilchen
im Potentialtopf sind die Werte, die sie annehmen kann, jedoch beliebig und



230 KAPITEL 9. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK

nicht diskret.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte 1 (z, t)1(z, t) ist rdumlich (und zeitlich) kon-
stant. D.h. der genaue Aufenthaltsort des Teilchens ist unbestimmt oder mit
anderen Worten, die Unschérfe Az des Ortes ist unendlich. Da ApAxz ~ h end-
lich ist, verschwindet die Unschérfe Ap des Impulses p. D.h. neben der Energie
FE nimmt auch der Impuls p einen scharfen Wert an. Auch beim Impuls sind die
Werte beliebig und nicht diskret.

Unscharfe Werte

Im Gegensatz zu diesen Beispielen haben wir bei der Beugung am Spalt (sie-
he Abschnitt 9.2.1) und beim Gaussschen Wellenpaket (siche Abschnitt 9.2.2)
gesehen, dass sowohl der Ort x als auch der Impuls p unscharfe Werte anneh-
men. Dabei sind die Unschéirfen Az und Ap von Ort und Impuls durch die
Heisenbergsche Unschérferelation miteinander verkniipft.

Definition: Der scharfe Wert einer Observablen

Diesen Beispielen folgend geben wir nun eine mathematische Definition an, un-
ter welchen Bedingungen der Erwartungswert (F') einer Observablen F' scharf
bestimmt ist.

Definition 9.13 Fir ein Teilchen im Zustand ¥ (x,t) ist der Erwartungswert
(F) einer Observablen F' scharf bestimmt, wenn bei wiederholter Messung an
identisch gleich priparierten Teilchen immer der selbe Wert Fy resultiert. Ma-
thematisch bedeutet das, dass die Unschirfe AF verschwinden muss

(AF), = \/<(F - (F>)2>w ~0. (9.201)
Der Index i soll daran erinnern, dass diese Beziehung fiir ein Teilchen im
Zustand ¥(x,t) gilt, denn es hdngt vom Zustand ab, ob der Erwartungswert
einer Observable einen scharfen Wert annimmt oder nicht.

Wir werden nun zeigen, dass sich mit Hilfe des Operatorformalismusses eine
einfache Bedingung angeben lasst, die erfiillt sein muss, damit der Erwartungs-
wert (F),, einer Observable F' im Zustand ¢(z,t) einen scharfen Wert besitzt.
Wir betrachten diese Observable als Funktion F'(x, p) oder allgemeiner als Funk-
tion F'(qg,pr) der verallgemeinerten Koordinaten gx und der dazu kanonisch
konjugierten Impulse py. Wir betrachten hier stationére (zeitunabhéngige) Zu-
stéande und interpretieren die Bildung der Erwartungswerte als Mittelung vieler
Messungen an identischen, gleich praparierten Teilchen.

Satz 9.1 Sei der Zustand jedes betrachteten Teilchens beschrieben durch die
Wellenfunktion 1 (z,t) im Ortsraum, dann git: Der Erwartungswert (F(z,p)),,
einer Observable F'(x,p) nimmt genau dann den scharfen Wert Fy an, wenn die
Wellenfunktion ¢ (x,t) die folgende Gleichung erfillt

Fy(x,t) = Foy(x, t). (9.202)
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Die Gleichung (9.202) wird als Eigenwertgleichung bezeichnet. Sie besagt,
dass sich die Wellenfunktion 1(z,t) bis auf den Faktor Fy reproduziert, wenn
man den Operator F' auf sie anwendet. Eine Wellenfunktion 1 (z,t), die (9.202)
erfiillt, ist eine Eigenfunktion des Operators F. Der scharfe Wert Fy, den
der Erwartungswert (F(z,p)) » annimmt, wird Eigenwert des Operators F ge-
nannt.

In der Impulsraumdarstellung gilt ein entsprechender Satz fiir die Wellen-
funktion ¢(p,t). Es ist zu beachten, dass der Operator F' in dieser Darstellung
eine andere Form besitzt als in der Ortsraumdarstellung.

Beweis des Satzes:
Nach Definition 9.13 fiir den scharfen Wert des Erwartungswerts (F'(z, p)),,

einer Observable F(z,p) ist folgende Aquivalenz zu zeigen
Fi(z,t) = Foyp(z, 1) & (AF)y =0, (9.203)

wobei Fy = (F(z, p)),,- Wir betrachten die beiden Richtungen einzeln.

77:“
Mit Hilfe der Eigenwertgleichung (9.202) folgt fiir den Erwartungswert

Fa, = [ weobends = [ vEomed

s / T @ e )ds = R, (9.204)

/

=1

Fiir den Erwartungswert <F2(m,p)>w von F2(z, p) ergibt sich
Py = [ v@oreot = [ eEof (Puen)d

=/mwwﬁﬁmwwa =%/mwwmmm@m

:%/wwmﬁ%wamm =%/mewwuﬁm
=1

= F}. (9.205)

Somit erhalten wir fiir die Unschirfe (AF),, von F(z, p)

@F), = [{(Fe.0) ~ P,

- <F($,p)>i

= \J(F2(x.p),
=\ /F2—F2=0. (9.206)
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77@“
Aus (AF), = 0 folgt mit der Eigenschaft, dass in der Quantenmechanik die
Operatoren hermitesch sind

0= / Z v (a.t) (F - <F<x,p>>w)2w<a:,t>da:
B /Z W (1) (F = (Fa.p), ) (F = (F@.p), ) b, )dz
- /Z ((F = F@.p)y,) v@.n) (F=(Fa.p),) v de
= /OO (P~ (F.p),) w(x,t)(de. (9.207)

— 00

Dieses Integral verschwindet nur dann, wenn gilt

(F = (F@.p),) vl t) =0, (9.208)
d.h. wenn folgende Gleichung erfiillt ist
Faj(a,t) = Foip(x,t) mit Fy = (F(z,p)), - (9.209)

O
Wir fassen diesen Abschnitt zusammen:

Genau dann wenn bei wiederholter Messung der Observablen F(z,p) an iden-
tischen, im selben Zustand ¢ (x,t) praparierten Teilchen, immer der selbe Wert
Fy gemessen wird, ist ¢ (z,¢) eine Eigenfunktion des Operators £ zum Eigen-
wert Fy. Man sagt dann, das Teilchen befindet sich in einem Eigenzustand des
Operators F der zum Eigenwert Fy gehort.

9.5.2 Eigenfunktionen und Eigenwerte von ausgewéahlten Ope-
ratoren

Wir betrachten hier verschiedene Operatoren, die wir in Abschnitt 9.3.2 ken-
nengelernt haben und bestimmen ihre Eigenfunktionen und Eigenwerte.

Eigenfunktionen und Eigenwerte des Hamilton-Operators

Wir betrachten ein Teilchen, das sich in einem zeitunabhéngigen Potential V' (z, y, z)
bewegt. Seine Gesamtenergie E ist dann konstant und damit scharf messbar,
wenn sich das Teilchen in einem Eigenzustand des Operators befindet. Nach
Abschnitt 9.5.1 ist somit F ein Eigenwert des Hamilton-Operators H. Die Ei-
genwertgleichung lautet

~

H¢(x7 y? Z7 t) = Ew($7 y7 z’ t)' (9'210)
Andererseits gilt die Schrodinger-Gleichung

2 8w(l‘aya Z7t)

Hy(z,y,2,t) =ih 9t (9.211)
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Aus (9.210) und (9.211) folgt die Gleichung

oY(x,y,2,t)

Ey(z,y,2,t) = th——7%, (9.212)
mit der allgemeinen Lsung
Y@y, 2,t) = u(z,y, 2)e PN, (9.213)

Andererseits kann die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung (9.109) als Eigen-
wertgleichung aufgefasst werden, indem wir schreiben

2
<_;71A +V(z,y, z)> u(x,y, z) = Bu(z,y, 2). (9.214)

=i

Wir halten fest

- Die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators (9.213) stellen stationére
Zustande dar.

- Die zeitunabhéingige Schrodinger-Gleichung (9.109) kann als Eigenwert-
gleichung aufgefasst werden.

- Insbesondere sind die Wellenfunktionen wu(z,y,z) Eigenfunktionen des
Hamilton-Operators.

Das Teilchen im Potentialtopf (siehe Abschnitte 9.1.1 und 9.4.2) ist ein in-
struktives Beispiel fiir das Auftreten diskreter Energiewerte E,. Zu jedem Ei-
genwert F, des Hamilton-Operators gehort eine Eigenfunktion v, (x,t) bzw.

Eigenfunktionen und Eigenwerte des Impulsoperators

Wir betrachten einfachheitshalber ein eindimensionales System. Die Eigenwert-
gleichung lautet

hoy(z,t)

N ) (9.215)
mit der allgemeinen Losung

bl 1) = f(B)emt, (9.216)

wobei f(t) als Amplitude aufzufassen ist. Diese Funktion ist rdumlich periodisch
und stellt ein Teilchen dar, das einen scharf bestimmten Impuls py hat, dessen
Position aber vollig unbestimmt ist. Damit ist die Unschérfe des Ortes unendlich
gross. Dies ist im Einklang mit der Heisenbergschen Unschérferelation (9.37).
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Eigenfunktionen und Eigenwerte des Ortsoperators

Wir beschranken uns wiederum auf eine Dimension und betrachten zuséitzlich
ein zeitunabhéngiges Problem. Die Eigenwertgleichung nimmt dann folgende
Form an

Tu(z) = zou(z). (9.217)

Der Ortsoperator in der Ortsraumdarstellung entspricht dem Faktor x. Demzu-
folge kénnen wir schreiben

(z — xo)u(x) = 0. (9.218)

Nach dieser Gleichung muss u(z) verschwinden fiir alle x # xg. Bei x = xq ist
u(x) unendlich und zwar so, dass

/OO u(x)u(z)dr = 1. (9.219)
—o0
D.h. u(z) entspricht einer sogenannten Diracschen Deltafunktion

u(z) = d(z — ). (9.220)
Eine solche Deltafunktion kann man angendhert als beliebig schmales Gauss-

sches Wellenpaket beschreiben

u(x) = lim L w0/, (9.221)

a—0 /a\/ﬂ

Eigenfunktionen und Eigenwerte des Operators L,

Der Zustand eines Teilchens im dreidimensionalen Raum sei in Kugelkoordi-
naten ausgedriickt (7,9, ,t) = u(r, 9, ¢)e’f*/". Wir betrachten hier wieder-
um ein zeitunabhéngiges Problem. Somit lautet die Eigenwertgleichung fiir den
Operator L,

ﬁZU(T, 197 SD) = Lzou(r7 197 90) (9222)
Mit (9.68) ergibt sich
—gu(r D,0) = Lyou(r, 9, ¢) (9.223)
284,0 y Uy @) = Lz yU, Q). .

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist
u(r, 9, ) = f(r,0)et=0?/", (9.224)

Das erste Postulat (siehe Abschnitt 9.1) verlangt, dass die Wellenfunktion ein-
deutig sein muss. Daraus ergibt sich fiir die Wellenfunktion u(r,, ¢) folgende
notwendige Bedingung

u(r, 9, ¢) = u(r,d, ¢ + 2m). (9.225)
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D.h. es muss gelten

eiLz00/h _ giLzo(p+2m)/h (9.226)

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn

LZ027T

P 2mmy mit m; € Z. (9.227)

Damit ergibt sich

Die Eigenwerte L,y des Operators L, sind ganzzahlige Vielfache von A
L,y = mih mit m; € Z. (9.228)

Zu jedem Eigenwert (zu jeder Quantenzahl) myh gehort eine Eigenfunktion
uml (7’,19, 90)

Uy (7,0, @) = fimy (7, 9) ™. (9.229)

Aus diesen Betrachtungen ergibt sich, dass die z-Komponente des Bahndre-
himpulses - wenn sie einen scharfen Wert besitzt - nur die diskreten Werte m;h
annehmen kann. Dies gilt nur fiir eine ausgezeichnete Richtung des Raumes, in
diesem Fall die z-Richtung. Entlang der beiden dazu orthogonalen Raumrich-
tungen, x und vy, ist der Bahndrehimpuls unscharf. Diese Tatsache werden wir
in einem spateren Kapitel noch genauer diskutieren.

9.5.3 Das dritte Postulat: Die quantenmechanische Messung

Das dritte Postulat der Quantenmechanik lautet:

Postulat 3 Das Ergebnis einer einzelnen Messung einer Observablen F ist ein
Eigenwert des zugehérigen Operators F. Erhilt man bei einer Messung den
Eigenwert Fy, so geht die Wellenfunktion in die entsprechende FEigenfunktion
Y(x,t) uber. D.h. befindet sich das System vor der Messung einer Observablen
F nicht in einem Eigenzustand des entsprechenden Operators F , so dandert die
Messung den Zustand des System, sodass sich das System nach der Messung in
einem Figenzustand des Operators a befindet. Hingegen bleibt der Zustand des
Systems unverdndert, wenn dieser bereits vor der Messung der Observablen F
einem Eigenzustand des entsprechenden Operators F entspricht.

Wir illustrieren Postulat 3 am Beispiel des Bahndrehimpulses aus dem vor-
angegangenen Abschnitt. Wir betrachten die Messung der Komponente des
Bahndrehimpulses eines Teilchens ldngs einer vorgegebenen Achse. Eine solche
ausgezeichnete Achse kann zum Beispiel durch die Richtung eines angelegten
homogenen Magnetfeldes vorgegeben sein, eine Situation die wir im Kontext
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des Zeeman-Effekts noch genauer diskutieren werden. Es ist in der Quanten-
mechanik iiblich, diese Achse, lings der die Komponente des Bahndrehimpulses
gemessen wird, als z-Achse zu bezeichnen.

Als Ergebnis einer solchen Messung der z-Komponente des Bahndrehimpul-
ses L, ergeben sich nach Postulat 3 und Abschnitt 9.5.2 nur die diskreten Werte
myh, d.h. die Eigenwerte des entsprechenden Operators L,. Fiihrt man diese
Messung nun an gleich praparierten Teilchen durch und misst jedes Mal den
selben Wert (Eigenwert) my;h, dann war der Zustand der Teilchen vor der Mes-
sung ein Eigenzustand von L, und der Zustand der Teilchen wird durch die
Messung nicht verédndert. Misst man hingegen an gleich préaparierten Teilchen
verschiedene Werte (Eigenwerte) myh, dann war der Zustand der Teilchen vor
der Messung kein Eigenzustand von L,. Nach der Messung befinden sich in
diesem Fall die Teilchen in verschiedenen Eigenzusténden von L, zu den ent-
sprechenden Eigenwerten (Messresultaten) myh.

9.5.4 Simultane Eigenfunktionen zweier Operatoren

Nach Satz 9.1 nimmt der Erwartungswert (F'(z,p)),, einer Observable F'(z,p)
den scharfen Wert Fjy an, wenn der Zustand des Teilchens ¢ (x, t) die Eigenwert-
gleichung

Fy(x,t) = Fyy(x, t) (9.230)

erfillt. Es stellt sich nun die Frage, ob Zusténde ¢ (z,t) existieren, fiir die die
Erwartungswerte von zwei Observablen gleichzeitig scharf sind. Diese Frage ist
mit ,,ja“ zu beantworten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Die Wellenfunktion

Y(x,t) = Ae'Pr=EO/h (9.231)

stellt ein Teilchen dar, das sich im zeitlich und raumlich konstanten Potential
langs der x-Achse bewegt. Nach Abschnitt 9.5.1 sind die Energie E und auch
der Impuls p gleichzeitig scharf. Dies lésst sich nochmals verdeutlichen, indem
wir die Wellenfunktion ¢ (z,t) als Produkt schreiben

Y(x,t) = AePr/he i BN, (9.232)

Daraus wird ersichtlich, dass es sich um eine simultane Eigenfunktion der Ope-
ratoren py und H handelt. Denn eine Eigenfunktion von py hat nach (9.216) die
allgemeine Form

Y(w,t) = f(t)er /" (9.233)
und eine Eigenfunktion von H hat nach (9.213) die allgemeine Form
Y(a,t) = u(z)e FU, (9.234)

Das Ziel ist es nun ein allgemeines Kriterium zu formulieren, welches angibt,
ob zwei Observable gleichzeitig scharf messbar sind. Im Zusammenhang mit der
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Erklarung der Bedeutung des Kommutators (siche Abschnitt 9.3.3) haben wir
diese Frage schon einmal gestreift, indem wir gesagt haben, dass die Erwar-
tungswerte nicht kommutierender Operatoren gleichzeitig nicht mit beliebiger
Genauigkeit bestimmt werden kénnen. Wie angekiindigt wollen wir nun diese
Aussage préaziser formulieren und beweisen. Es gilt der folgende Satz:

Satz 9.2 Die Erwartungswerte von zwei Observablen F und G eines Teilchens
im Zustand ¢ (z,t) sind dann und nur dann gleichzeitig scharf, wenn die An-
wendung des Kommutators der entsprechenden Operatoren F und G auf die
Wellenfunktion ¥ (x,t) null ergibt

[, Glip(x, t) = 0. (9.235)

Bewets:

Wir betrachten die beiden Richtungen einzeln.
="

Wenn F' und G gleichzeitig scharf sind, dann gelten nach Satz 9.1 die Eigen-
wertgleichungen

Fip(z,t) = Foy(z,t), (9.236)
G (z,t) = Goy(, ). (9.237)

Damit ergibt sich

F ) — G(Fy(x, )
= GoFy(x, t) FoGp(x,t)
=G F()Q/)(x t) F()Gow(x,t) =0. (9.238)

44

=
Zu zeigen ist, dass wenn die Anwendung des Kommutators [F G] auf die
Wellenfunktion t(z, t) null ergibt, ¢(z, t) eine Eigenfunktion von F und G ist.
Es sei (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) ¢ (x,t) eine Eigenfunktion
von F, dann gilt

Fy(x,t) = Foy(,t). (9.239)

Da [F, Gl(z,t) = 0 gilt
FG(x,t) = GFy(a,t). (9.240)

Mit (9.239) erhalten wir
F(Gip(x,t)) = Fo(Gap(x,t)). (9.241)

SWir beschrinken uns dabei auf den nicht-entarteten Fall, d.h. wenn zu einem Eigenwert ein
eindimensionaler Eigenraum gehort.
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Da 9 (z,t) die einzige Eigenfunktion von F' zum Eigenwert Fy ist, muss éw(x, t)
proportional zu ¥ (x,t) sein. Wir bezeichnen die Proportionalitdtskonstante mit
Go und erhalten

G(x,t) = Gotp(x, t), (9.242)

d.h. ¢(z,t) ist gleichzeitig auch eine Eigenfunktion von G. Fiir den Beweis des
entarteten Falls verweisen wir auf weiterfiihrende Literatur [11].
O

Beispiele zur Anwendung des Satzes

- Nach Abschnitt 9.3.3 kommutieren & und py fiir jede beliebige Wellen-
funktion ¢ nicht. Demzufolge gibt es nach Satz 9.2 keinen Zustand, bei
dem z und py gleichzeitig scharf sind. Dies ist in Ubereinstimmung mit
der Unschérferelation (9.37).

- Die Operatoren der Bahndrehimpulskomponenten kommutieren nicht (sie-
he Abschnitt 9.3.3). Demzufolge gibt es nach Satz 9.2 auch fiir diese Ob-
servablen keinen Zustand, bei dem sie gleichzeitig scharf sind.

- Weitere Beispiele fiir gleichzeitig scharfe Observable werden wir bei der
Losung der Schrodinger-Gleichung des Wasserstoffatoms (siehe Kapitel 11)
kennenlernen. In diesem Fall sind dann sogar drei Observablen scharf:
Die Energie E, das Quadrat des Bahndrehimpulsvektors L2 und die z
Komponente L, des Bahndrehimpulses. Entsprechend gilt nach Satz 9.2

(7,02 = [A,L,] = [[%1,) = 0. (9.243)

9.5.5 Orthogonalitiat der Eigenfunktionen

Die allgemeine mathematische Definition fiir die Orthogonalitit zweier Funk-
tionen lautet:

Definition 9.14 Zwei Funktionen f(x) und g(z) nennt man im Variablenbe-
reich a < x < b orthogonal, wenn gilt

b
/ fH(x)g(x)dx = 0. (9.244)

Zum Beispiel sind die Funktionen cos(mz) und cos(nz) bei ganzzahligen m
und n im Variablenbereich —m < x < 7 orthogonal fiir m # n, denn es gilt

—r T, m=n.

/7r cos(mz) cos(nx)dz = {0’ m#n, (9.245)

Die gleiche Orthogonalitdtsbedingung erfiillen auch die Funktionen sin(mx)
und sin(nz). Es sind genau diese Orthogonalitiatseigenschaften, die die Fourier-
Entwicklung ermdoglichen.

Fiir die Wellenfunktionen 1 (z,t) gilt der folgende Satz:
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Satz 9.3 Es seien ¢y, (x,t) und ¥y (z,t) Eigenfunktionen des hermiteschen Ope-
rators F', die zu verschiedenen Eigenwerten F,, und F, gehoren. Dann sind
Ym(x,t) und Y, (x,t) orthogonal in ihrem raumlichen Ezistenzgebiet, d.h.

/w;‘n(w, t)in(x, t)dz = 0 fiir m # n. (9.246)

Beweis:

i) Hermitesche Operatoren F erfiillen die Bedingung (9.91)
/w*(x,t)ﬁ’w(x,t)dx = /w(a:,t)ﬁ’*w*(x,t)dx (9.247)
Wir beweisen nun in einem ersten Schritt, dass dann auch gilt
/ b () F (e, ) = / (e ) F*2, (2, £) e (9.248)

Es sei ¢(x,t) = ¢Ym(z,t) + Bp(x,t), wobei f € C beliebig. Fiir diese
Wellenfunktion gilt nach (9.247)

[ nlt) + 5.0 Frn(,t) + B, ))d
= / (o (2, 1) + Bton (2, 1)) F* (o (2, ) + Bt (2, 1)) daz. (9.249)
Ausmultiplizieren liefert
/ 0 (@, 8) B (a, ) dee + B / 0 (@ 8) P (o, £)da
40 [0 B0+ 58 [0 Foe 0o
= / Vo (, ) F*3%, (2, t)dx 4 5* / P (2, ) F* (2, 1) da
18 / (@, ) F 0 (2, £)da + BB / (s ) F G (2, )z, (9.250)

Indem wir wiederum die Bedingung (9.247) fiir hermitesche Operatoren
ausniitzen, lassen sich einige Terme wegkiirzen und wir erhalten

5 ([ ot tFonte e = [ o) F v o s )
- (f wm<j>ﬁ*w:<w,t>dw - [V Fontas).

=7

(9.251)
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Mit den Bezeichnungen o und 7 kénnen wir (9.251) schreiben

Ba = . (9.252)

Fiir 8 € C diirfen wir einen beliebigen Wert annehmen. Wir wahlen einmal
B =1 und einmal 8 = ¢ und erhalten damit die Gleichungen o = v und
a = —v mit der Losung o = 0 und v = 0, d.h.

/ OE (2, ) Fy (2, t)da — / U (z, ) F* 7, (2, t)dz = 0, (9.253)
/ o (2, ) 07 (2, £) e — / O (@) E (2, )z = 0. (9.254)

Jede dieser Gleichungen ist dquivalent zu (9.248), womit die Richtigkeit
von (9.248) bewiesen ist.

Betrachte nun zwei Eigenfunktionen )y, (x,t) und ¢, (z,t) von F, die zu
den (reellen) Eigenwerten F,, und F,, gehoren. Die entsprechenden Eigen-
wertgleichungen lauten dann

Fd]m(fz’ t) = Fmd’m(x’ t)v (9255)
Fipp(a,t) = Fpip(, t). (9.256)

Einsetzen in (9.248) liefert

Fy / W@, (e, )dz — F, / i, 05 (2, )

_ (Fy— Fy) / 0 (o (a2, ) e = 0, (9.257)

d.h. fiir F,, # F, gilt
[ i tyvuta s =0, (9.258)
OJ

Wir illustrieren Satz 9.3 an zwei bekannten Beispielen:

. Teilchen im Potentialtopf

Die Orthogonalitat der Eigenfunktionen des Hamilton-Operators fiir ein
Teilchen im (unendlichen) Potentialtopf ist fir + < 0 und z > L of-
fensichtlich. Wir zeigen nun, dass die Orthogonalitatsbedingung auch fiir
0 <z < L erfiillt ist. Nach Abschnitt 9.4.2 nehmen die Eigenfunktionen
folgende Form an

— ) 2 in (77T g-iBat/h
Y (z,t) = \/zsm< 7 )e . (9.259)
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Damit ergibt sich
L
| vt tyonte
0

2/L . (mm:) . <n7ra:)d
= — SIM{——— ) simm | —— X
L Jy L L

2 /L eimﬂ':p/L _ efimwm/L einﬂ'w/L _ ez'mr:r/L
0

d
2 2% v

9 L | .
_ _/ 6z(ern)Trac/L +e*2(m+n)7m/L
L Jo

— ¢ilm=—m)mz/L _ —i(m-—n)rz/L ;.. (9.260)

Das Integral iiber die ersten beiden Summanden verschwindet. Fiir das
Integral iiber die letzten beiden Summanden miissen wir eine Fallunter-
scheidung machen. Wir erhalten

L 9 L A
/ 1/);;1($,t)1/)n($,t)d$ _ / ez(m—n)wx/L + e—z(m—n)mﬁ/de
0 L 0

- {0’ m#m, (9.261)

1, m=n.

2. Die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulsoperators (z-Komponente)

Nach Abschnitt 9.5.2 haben die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulsope-
rators L, folgende Form

Uy (7,9, 0) = fm, (r,9)€"™% mit m; € Z, (9.262)

wobei zu jedem m; ein Eigenwert L., = m;h gehort. Dies ist eine Pro-
duktwellenfunktion, bei der die Variable ¢ von den Variablen r und
separiert ist. Sowohl das System der Funktionen e?™%, als auch das Sys-
tem der Funktionen f,,, (r,9¥) muss Orthogonalititseigenschaften haben.
Néheres folgt im Kapitel 11 iiber das Wasserstoffatom. Die Funktionen
fm, (r,¥) héngen vom betrachteten System ab. Fiir das System der Funk-
tionen e™¢ lisst sich die Orthogonalititseigenschaft leicht iiberpriifen

2T 27
/ (eimzso)* eimiwdso — / ei(mi—mz)wdsp
0 0

_ )0 mEm, (9.263)
2r,  my=mj.

Entartung

Hiufig gehoren zu einem Eigenwert F, eines Operators ' mehrere verschiedene
Eigenfunktionen. In diesem Fall spricht man von Entartung.
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Zum Beispiel sind die Eigenfunktionen ¢, n, ns(x,y,2,t) des Hamilton-
Operators eines in einem Wiirfel eingesperrten Teilchens entartet

8 .
wnl,nz,rm (-% Y, z, t) =1/ ﬁ sin (nlz'l') sin (nQE—y) sin (n?zrz> e_ZEnl‘"Q‘%t/h

(9.264)

mit den Eigenwerten

Enlmz,ns =

2

n (%)2 (n? + n2 +n). (9.265)
Entartet sind dabei sicher alle Energieniveaus bei denen mindestens zwei der
Quantenzahlen ni, ny und n3 verschieden sind. Aus dem Beweis des Satzes 9.3
geht hervor, dass zwei verschiedene Eigenfunktionen, die zum selben Eigenwert
gehoren nicht notwendigerweise orthogonal sind. Deshalb ist Satz 9.3 im Fall
der Entartung mit Vorsicht anzuwenden. Wir werden auf diese Thematik der
Entartung im néchsten Abschnitt nochmals genauer eingehen.

2m

9.5.6 Linearkombinationen von Eigenfunktionen
Linearkombinationen zum selben Eigenwert

Fiir Eigenfunktionen zum selben Eigenwert, d.h. im Fall der Entartung, gilt der
folgende Satz:

Satz 9.4 Fine Linearkombination von FEigenfunktionen des Operators F zum
selben Eigenwert Fy ist wieder eine Eigenfunktion des Operators F zum selben
Eigenwert Fy.

Beweis:
Seien ;(x,t), i = 1, 2, ..., n, Eigenfunktionen des Operators F' zum selben
Eigenwert [y, dann gilt

Fupi(x,t) = Foyps(,t), i=1, 2, ..., n. (9.266)

Fiir eine Linearkombination dieser Eigenfunktionen ¢ (z,t) = Y1 | cithi(x, t),
¢; € C erhalten wir
n

Fp(a,t) = FY il t) = ) ciFy(a,t)
i=1

=1

= ZCiFOwi(x7t) = FO Zcﬂﬁz‘(%t)

i=1 i=1

= Fy(,t). (9.267)
O

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass Eigenfunktionen zum selben
Eigenwert nicht notwendigerweise orthogonal sind. Im Allgemeinen ist es je-
doch sehr hilfreich mit orthogonalen Eigenfunktionen rechnen zu kénnen. Nach
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Satz 9.4 ist es nun moglich aus Eigenfunktionen v;(z,t), i = 1, 2, ..., n, zum sel-
ben Eigenwert Fy eines Operators F' neue Eigenfunktionen U(z,t),i=1,2, ..,
n, zum selben Eigenwert Fj zu bilden, welche orthogonal sind. Eine Methode, die
es ermdglicht aus urspriinglich nicht orthogonalen (normierten) Eigenfunktionen
Yi(x,t), i = 1, 2, ..., n, orthogonale (normierte) Eigenfunktionen ¥;(x,t), i =
1, 2, ..., n, zu gewinnen, ist das sogenannte Gram-Schmidtsche Orthogonalisie-
rungsverfahren. Die neuen orthogonalen (normierten) Eigenfunktionen W;(z,t),
i =1,2, ..., n, ergeben sich dabei folgendermassen (fiir einen Beweis verweisen
wir auf Anhang C)

\Ill(xat) = ¢1(xat)7 (9268)
W t) = dalet) ~ (o t) [ Wi(a (e t)da,
Uy, t) = To(,1) , (9.269)

\/ [ W (a, 1) WY (2, t)dae

n—1 )

\Ij;i(x’t) = n(z,1) Z\I’z(ajvt)/ Ui (@, t)hn(z, t)d,
i=1 -

U (x,t)

U, (x,t) = .
\/f_oooo U (2, t)W! (z,t)dx

(9.270)

Linearkombinationen zu unterschiedlichen Eigenwerten

Nachdem wir nun Linearkombinationen von Eigenfunktionen, die zum selben Fi-
genwert gehoren, betrachtet haben, kommen wir nun zu Linearkombinationen
von Eigenfunktionen zu unterschiedlichen Eigenwerten. Genauer gesagt, gehen
wir der Frage nach, welche physikalische Bedeutung ein Zustand hat, der ei-
ne Linearkombination von Eigenfunktionen des Operators F' zu verschiedenen
FEigenwerten ist.

Wir starten als Beispiel mit den Eigenfunktionen des Hamilton-Operators fir
ein Teilchen im Potentialtopf. Nach Abschnitt 9.4.2 lauten die Eigenfunktionen

U (2, 1) = up(z)e ot fir 0 <z < L, (9.271)

wobei

tn(z) = \/Esin (%az) , (9.272)

E, = 271; (%)2712. (9.273)

Wir bilden nun eine Linearkombination der Wellenfunktionen v, (x, t)

1/](337 t) = Cl¢l(x7 t) + 02¢2($, t) +o+ qu/)n(x’ t)
= crup(2)e P 4 coug(m)e TR & 4 e (m)e TR (9.274)
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Jeder Summand von (9.274) ist eine Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-
Gleichung (9.94). Dementsprechend ist nach dem Superpositionsprinzip (siehe
Abschnitt 9.4.1) auch die Linearkombination ¢ (z,t) eine Losung und stellt da-
mit einen Zustand dar, in dem sich das System befinden kann. Jedoch ist dieser
Zustand nicht stationér, denn ¢*(z, t)1(z, t) ist zeitabhéngig, da sich die Eigen-
werte F, nach Voraussetzung unterscheiden.

Wir kommen zu einer allgemeinen Betrachtung. Es sei F' eine beliebige Ob-
servable und die Funktionen 1 (z,t), ¥a(x,t), ..., ¥n(x,t) orthogonale Eigen-
funktionen des entsprechenden Operators a , die zu den Eigenwerten Fi, F5, ...
F,, gehoren, sodass die Eigenwertgleichungen Fz/;i(x, t) = Fi(z,t), 1= 1,2, ...,
n, gelten. Wir betrachten eine beliebige Linearkombination der Eigenfunktionen

(x,t) = crp1(x, t) + coha(x,t) + ... + cpthp(z, t) (9.275)

und bestimmen den Erwartungswert der Observablen F', wenn sich das Teilchen
im Zustand v (z,t) befindet. Es ergibt sich

<m=[fwwwWwamm

=/ (1y1(z, ) + s (@, ) + oo 4 b (2, 1)

—00

F (191 (2, 1) 4 cotho(a, 1) + ... 4 cptbp(a, 1)) da

=/ (191 (z, ) + (@, 1) + o 4 b (2, 1)

—00

(clﬁipl(x, t) + caFpa(,t) + .. 4 o Fp(x, t)) dx

=/ (07 (@, 1) + 03 (@, ) + o+ 8 (@, 1))

—00
(61F1¢1 (x, t) + CQFQwQ(l‘, t) “+ ...+ CnFnlﬁn(l‘, t)) dx
= i1 F1 + cheaFo + ...+ ¢ en B, (9.276)

wobei wir im letzten Schritt die Normierung und die Orthogonalitat der Eigen-
funktionen v;(x,t), i = 1, 2, ..., n, beniitzt haben. Dieser Ausdruck fiihrt zur
folgenden Interpretation (siehe Postulat 3):

Wenn sich ein Teilchen im Zustand (z,t) = 191 (z,t) + cotha(z,t) + ... +
cn¥n(x,t) befindet, der eine Linearkombination der orthogonalen Eigenfunktio-
nen ;(x,t) des Operators F mit den Eigenwerten F; ist, dann ist die Wahr-
scheinlichkeit w;, dass eine Messung der Observablen F' den Wert F; liefert,
gegeben durch w; = ¢}¢;.

Diese Interpretation gilt auch bei Entartung, vorausgesetzt, dass die zu ei-
nem entarteten Eigenwert gehorenden Eigenfunktionen orthogonal sind. Die
Konstruktion solcher orthogonaler Eigenfunktionen haben wir zu Beginn des
Abschnitts skizziert (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren).
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9.5.7 Entwicklung nach Eigenfunktionen

Die Fourier-Reihe ist die Entwicklung einer periodischen Funktion nach einem
speziellen orthogonalen Funktionensystem. Das analoge gilt fiir die Eigenfunk-
tionen eines hermiteschen Operators:

Satz 9.5 Die Eigenfunktionen ;(x,t) eines hermiteschen Operators F bilden
auch ein orthogonales Funktionensystem. Erfillt dieses System die Vollstindig-
keitsrelation

Z i )i, t) = 6(z — o), (9.277)

so ldsst sich jeder Zustand 1(x,t), in welchem sich das betrachtete quantenme-
chanische System befinden kann, als Linearkombination dieser Eigenfunktionen
Yi(x,t) schreiben. Man spricht dann von einer Entwicklung der Wellenfunktion
Y(x,t) nach den Eigenfunktionen v;(x,t) des Operators F.

Beweis:

Es seien ;(x,t) Eigenfunktionen des Operators F, welche die Vollstandig-
keitsrelation (9.277) erfiillen, dann gilt fiir einen beliebigen Zustand v (z,t) des
betrachteten quantenmechanischen Systems

D, 1) = /_ Z 5z — 2, ) da
~ [ S uie e ol
=3 [ wi et e e )
= Zcid)i(x,t) mit ¢; = /_ Z Vi (@, )Y (x, t)d. (9.278)

O
Als Hlustration von Satz 9.5 ist im Anhang D die Entwicklung einer Drei-
ecksfunktion nach den Eigenfunktionen des Hamiltonoperators des Teilchens im
Potentialtopf ausgefiihrt.
Zusammen mit der Interpretation aus dem letzten Abschnitt 9.5.6, lasst sich
nun Postulat 3 folgendermassen prézisieren:

Das Ergebnis einer einzelnen Messung einer Observablen F' ist ein Eigenwert
des zugehorigen Operators F. Erhilt man bei einer Messung den Eigenwert
Fpy, so geht die Wellenfunktion in die entsprechende Eigenfunktion v (z,t) iiber.
D.h. befindet sich das System vor der Messung einer Observablen F nicht in ei-
nem Eigenzustand des entsprechenden Operators F , so dndert die Messung den
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Zustand des System, sodass sich das System nach der Messung in einem Eigen-
zustand des Operators F' befindet. Die Wahrscheinlichkeit w;, welches Messre-
sultat resultiert und damit welcher Eigenzustand das System nach der Messung
einnimmt, ist bestimmt durch den Betrag der Koeffizienten ¢; der Entwicklung
des Zustands vor der Messung nach den Eigenfunktionen des Operators F. Hin-
gegen bleibt der Zustand des Systems unveréndert, wenn dieser bereits vor der
Messung der Observablen F' einem Eigenzustand des entsprechenden Operators
F entspricht.

9.6 Verallgemeinerung auf Systeme mit vielen Frei-
heitsgraden

Der Formalismus, der hier am Beispiel der Bewegung eines einzelnen Teilchens
(Massenpunkt) entwickelt wurde, gilt auch fiir Systeme mit beliebig vielen Frei-
heitsgraden. An die Stelle von x und p, kénnen auch die kanonisch konjugierten
Variablen g und p; treten. Ausser Ort und Impuls eines Teilchens kénnen Paa-
re von konjugierten Variablen auch andere physikalische Grossen beschreiben,
wie zum Beispiel elektrische Ladung und magnetischer Fluss oder Teilchenzahl
und Phase. Der Formalismus der Quantenmechanik gilt also sehr allgemein im
Konfigurationsraum eines physikalischen Systems.

9.7 Zusammenfassung

- Die Grundlagen der Quantenmechanik wurde in den Jahren 1925 und
1926 entwickelt. Die Theorie basiert auf einigen wenigen grundlegenden
Postulaten, mit deren Hilfe alle Beobachtungen von quantenmechanischen
Phé&nomenen in der Natur korrekt beschrieben werden kénnen. Bis heute
hat noch kein Experiment den Vorhersagen der Quantenmechanik wider-
sprochen.

- Das erste Postulat der Quantenmechanik lautet: Zu einem Teilchen
(Massepunkt) gehort eine eindeutige, quadratisch integrable, im Allgemei-
nen komplexe Wellenfunktion v (z,t). Sie beschreibt den Zustand des Teil-
chens. Dabei gibt ¢*(z, t)1(x, t)dx die Wahrscheinlichkeit an das Teilchen
zur Zeit ¢t zwischen z und = + dz anzutreffen. Die Grosse ¢*(z, )y (z, t)
wird daher als Wahrscheinlichkeitsdichte bezeichnet.

- Die Wellenfunktion erfiillt die Bedingung [0 4*(x,t)(z, t)dx = 1.

- Experimentell erfassbare Grossen werden in der Quantenmechanik durch
Erwartungswerte charakterisiert. Der Erwartungswert einer Funktion f(x,t),
die eine physikalische Messgrosse beschreibt, ist fiir einen bestimmten Zeit-

punkt ¢ gegeben durch (f(z,t)) = [*_¢*(z,t) f(z, t)(z, t)dx.

- Anstelle der Ortskoordinate x kann auch der entsprechende Impuls p als
Variable fiir die Wellenfunktion eingefiihrt werden und somit von der Orts-
raumdarstellung in die Impulsraumdarstellung tibergehen.
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- Im Gegensatz zur klassischen Mechanik sind in der Quantenmechanik der
Ort z und der Impuls p eines Teilchens nicht gleichzeitig beliebig genau
bestimmt. Dieses Eigenschaft der Quantenmechanik wird als Heisenberg-
sche Unschérferelation bezeichnet und lautet mathematisch ausgedriickt
AxApy > %h, wobei allgemein die Unschérfe A f einer Grosse f bestimmt
ist durch die Standardabweichung, die durch die Wurzel des Erwartungs-
werts der Quadrate der Abweichungen vom Erwartungswert gegeben ist

Af = (= ?).

- In der Quantenmechanik wird jede physikalische Grosse (Observable) durch
einen entsprechenden Operator dargestellt. Ein quantenmechanischer Ope-
rator F ist dabei definiert durch die Bedingung, dass fiir eine Funktion
Y(x,t) € L? gilt Fyp = p(z,t) € L2 Dabei bezeichnet L? den Raum
der quadratisch integrablen Funktionen. Zudem sind quantenmechanische
Operatoren linear, erfiillen das Distributiv- und Assoziativgesetz, eriillen
im Allgemeinen das Kommutativgesetz nicht und besitzen reelle Erwar-
tungswerte.

- Ist die Wellenfunktion ¢ (x,y, z,t) eines Teilchens bekannt, so ist der Zu-
stand des Teilchens vollstandig charakterisiert. Insbesondere ist es moglich
die Erwartungswerte beliebiger Observablen auszurechnen und somit das
Verhalten des Teilchens in einem Experiment vorauszusagen. Wie nun aber
die Wellenfunktion ¢ (x,y, z,t) bestimmt wird, beantwortet das zweite
Postulat der Quantenmechanik: Die Wellenfunktion ¢ (z,y, z,t) ist eine
Losung der Differentialgleichung

]fﬂ/’(%y, z,t) = N_LW,

(9.279)
Diese Gleichung wird nach Schrodinger die zeitabhéngige Schrédinger-
Gleichung genannt.

- Ein Zustand, der dadurch gekennzeichnet ist, dass die Wahrscheinlichkeit
*(z,t)Y(x, t)dx das Teilchen zwischen x und x4+ dz anzutreffen nicht von
der Zeit t abhéngt, heisst stationdrer Zustand und hat im Allgemeinen
die Form t(z,t) = u(x)e " Fiir die Funktion u(z,y, z) gilt dann die
zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung

h2
—%AU(J}, Y, Z) + V(‘Tv Y, Z)U($,y, Z) = E'LL(]),y, Z)' (928())

- Die Losungen der Schrodinger-Gleichung erfiillen im Allgemeinen folgende
Eigenschaften: ¢ (x,t) und u(z) sind normierbar, streben mit x — 400
geniigend rasch gegen null (dasselbe gilt auch fiir die Ableitungen nach
x) und sind fiir alle z stetig, eindeutig und endlich (dasselbe gilt auch fiir
die Ableitungen nach z). Zudem gilt das Superpositionsprinzip, d.h. eine
beliebige Linearkombination von Losungen ist ebenfalls eine Losung.
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- Fiir ein Teilchen im Zustand ¢ (z, t) ist der Erwartungswert (F') einer Ob-

servablen F' scharf bestimmt, wenn bei wiederholter Messung an iden-
tisch gleich praparierten Teilchen immer der selbe Wert Fy resultiert.
Mathematisch bedeutet das, dass die Unschéirfe AF verschwinden muss

(AF)y = \/<(F - <F>)2>¢ = 0. Der Index % soll daran erinnern, dass

diese Beziehung fiir ein Teilchen im Zustand v¥(x,t) gilt, denn es hingt
vom Zustand ab, ob der Erwartungswert einer Observable einen scharfen
Wert annimmt oder nicht.

Mit Hilfe des Operatorformalismusses lésst sich eine einfache Bedingung
angeben, wann der Erwartungswert (F7),, einer Observable F' im Zustand
¥ (x,t) einen scharfen Wert besitzt: Sei der Zustand jedes betrachteten
Teilchens beschrieben durch die Wellenfunktion ¢ (x, t) im Ortsraum, dann
gilt: Der Erwartungswert (F'(z,p)),, einer Observable F(z,p) nimmt ge-
nau dann den scharfen Wert Fj an, wenn die Wellenfunktion (zx,t) die
Gleichung Fip(z,t) = Fop(x,t) erfiillt. Diese Gleichung wird als Eigen-
wertgleichung bezeichnet. Sie besagt, dass sich die Wellenfunktion ¢ (z,t)
bis auf den Faktor Fj reproduziert, wenn man den Operator F auf sie an-
wendet. Eine Wellenfunktion v (z,t), die diese Gleichung erfiillt, ist eine
Eigenfunktion des Operators F'. Der scharfe Wert Fy, den der Erwartungs-
wert (F(z, p)),, annimmt, wird Eigenwert des Operators F genannt.

- Das dritte Postulat der Quantenmechanik lautet: Das Ergebnis einer

einzelnen Messung einer Observablen F' ist ein Figenwert des zugehorigen
Operators F'. Erhilt man bei einer Messung den Eigenwert Fj, so geht die
Wellenfunktion in die entsprechende Eigenfunktion v (x,t) tiber. D.h. be-
findet sich das System vor der Messung einer Observablen F' nicht in einem
FEigenzustand des entsprechenden Operators 2 , so andert die Messung den
Zustand des System, sodass sich das System nach der Messung in einem
Eigenzustand des Operators F befindet. Hingegen bleibt der Zustand des
Systems unverdndert, wenn dieser bereits vor der Messung der Observa-
blen F' einem Eigenzustand des entsprechenden Operators a entspricht.

- Die Frage, ob Zustédnde ¢ (x,t) existieren, fir die die Erwartungswerte

von zwei Observablen gleichzeitig scharf sind, beantwortet folgender Satz:
Die Erwartungswerte von zwei Observablen F' und G eines Teilchens im
Zustand 9 (z,t) sind dann und nur dann gleichzeitig scharf, wenn die An-
wendung des Kommutators der entsprechenden Operatoren F und G auf
die Wellenfunktion ¢ (x, t) null ergibt, d.h. [F, G| (z,t) = 0.

- Zwei Funktionen f(z) und g(x) nennt man im Variablenbereich a < z <

b orthogonal, wenn gilt ff f*(x)g(z)de = 0. Fiir die Wellenfunktionen
Y(z,t) gilt der folgende Satz: Es seien 1y, (z,t) und ¢, (z,t) Eigenfunk-
tionen des hermiteschen Operators 3 , die zu verschiedenen Eigenwerten
F,, und F,, gehoren. Dann sind ¢, (z, t) und ¢, (z,t) orthogonal in ihrem
raumlichen Existenzgebiet, d.h. [ (x,t)Yn(z,t)dz = 0 fiir m # n.

- Haufig gehdren zu einem Eigenwert F),, eines Operators F' mehrere ver-
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schiedene Eigenfunktionen. In diesem Fall spricht man von Entartung.
In diesem Fall gilt der folgende Satz: Eine Linearkombination von Ei-
genfunktionen des Operators F' zum selben Eigenwert Fy ist wieder eine
Eigenfunktion des Operators F zum selben Eigenwert Fj.

- Eigenfunktionen zum selben Eigenwert sind nicht notwendigerweise or-
thogonal. Im Allgemeinen ist es jedoch sehr hilfreich mit orthogonalen
Eigenfunktionen rechnen zu kénnen. Nach dem eben aufgefithrten Satz ist
es nun moglich aus Eigenfunktionen ;(x,t), i = 1, 2, ..., n, zum selben
Eigenwert Fy eines Operators F neue Eigenfunktionen ¥;(z,t), i = 1, 2,
..., n, zum selben Eigenwert Fy zu bilden, welche orthogonal sind. Eine
Methode, die dies ermoglicht ist das Gram-Schmidtsche Orthogonalisie-
rungsverfahren.

- Auch ein Zustand, der eine Linearkombination von Eigenfunktionen des
Operators F' zu verschiedenen Eigenwerten ist, hat eine physikalische Be-
deutung, denn es gilt: Wenn sich ein Teilchen im Zustand ¢ (x,t) = ey (x, t)+
ooz, t)+ ...+ cpthn(z, t) befindet, der eine Linearkombination der ortho-
gonalen Eigenfunktionen v;(z,t) des Operators F mit den Figenwerten F;
ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit w;, dass eine Messung der Observablen
F den Wert F; liefert, gegeben durch w; = cjc¢;.

- Es ist moglich Wellenfunktionen nach Eigenfunktionen zu entwickeln, denn
es gilt der folgende Satz: Die Eigenfunktionen 1;(z,t) eines hermiteschen
Operators F bilden auch ein orthogonales Funktionensystem. Erfiillt die-
ses System die Vollstandigkeitsrelation ), ¥ (2/, t)¢i(x,t) = 6(z —2’), so
lasst sich jeder Zustand ¢ (z,t), in welchem sich das betrachtete quanten-
mechanische System befinden kann, als Linearkombination dieser Eigen-
funktionen 1);(x, t) schreiben. Man spricht dann von einer Entwicklung der
Wellenfunktion ¢ (x, t) nach den Eigenfunktionen 1 (, t) des Operators E.

- Mit diesem Satz lasst sich das dritte Postulat der Quantenmechanik prézi-
sieren: Das Ergebnis einer einzelnen Messung einer Observablen F' ist ein
Eigenwert des zugehorigen Operators F. Erhélt man bei einer Messung
den Eigenwert Fj, so geht die Wellenfunktion in die entsprechende Eigen-
funktion ¢ (z, t) iiber. D.h. befindet sich das System vor der Messung einer
Observablen F nicht in einem Eigenzustand des entsprechenden Operators
F, so andert die Messung den Zustand des System, sodass sich das Sys-
tem nach der Messung in einem Eigenzustand des Operators F Dbefindet.
Die Wahrscheinlichkeit w;, welches Messresultat resultiert und damit wel-
cher Eigenzustand das System nach der Messung einnimmt, ist bestimmt
durch den Betrag der Koeffizienten ¢; der Entwicklung des Zustands vor
der Messung nach den Eigenfunktionen des Operators F. Hingegen bleibt
der Zustand des Systems unverdndert, wenn dieser bereits vor der Messung
der Observablen F' einem Eigenzustand des entsprechenden Operators a
entspricht.

- Der Formalismus, der hier am Beispiel der Bewegung eines einzelnen Teil-
chens (Massenpunkt) entwickelt wurde, gilt auch fiir Systeme mit beliebig
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vielen Freiheitsgraden.



Kapitel 10

Der quantenmechanische
harmonische Oszillator

In diesem Kapitel befassen wir uns mit den quantenmechanischen Eigenschaften
eines der grundlegenden Modelle der Physik, dem harmonischen Oszillator. Ein
harmonischer Oszillator ist ein physikalisches System in dem eine charakteristi-
sche Grosse, wie z.B. die Koordinate eines Teilchens, eine sinusférmige Zeitab-
héngigkeit zeigt, d.h. eine harmonische Schwingung ausfiihrt. Diese Oszillationen
werden durch eine in dieser charakteristischen Grosse linearen Riickstellkraft im
Zusammenspiel mit der Tragheit des Systems verursacht. In der Natur gibt es
sehr viele physikalische Systeme, die in guter Ndherung als ein solches linea-
res Schwingungssystem betrachtet werden konnen: Mechanische Oszillatoren,
z.B. das Federpendel, elektrische Oszillatoren, z.B. der LC-Schwingkreis, die
Schwingungen zweiatomiger Molekiile oder Gitterschwingungen in einem Fest-
korper, um nur einige zu nennen.

Hier beginnen wir mit der klassischen Bewegungsgleichung eines harmoni-
schen Oszillators, die wir fiir das Beispiel des Federpendels formulieren. Es folgt
dann die quantenmechanische Behandlung des harmonischen Oszillators, bei
der wir die zugehorige Schrodinger-Gleichung 16sen. Zum Abschluss des Kapi-
tels vergleichen wir den klassischen mit dem quantenmechanischen Oszillator.

10.1 Klassische Bewegungsgleichung

Wir betrachten ein Federpendel (siehe Abb. 10.1), d.h. ein Teilchen der Masse
m, welches an einer Feder mit Federkonstante k befestigt ist und Oszillationen
um die Ruhelage x = 0 ausfithrt. Diese Schwingung um die Ruhelage kommt
aufgrund der durch die Feder bewirkten linearen Kraft zustande. Diese Kraft

Abb. 10.1: Federpendel: Ein Teilchen der
Masse m ist an einer Feder mit Federkon-

x  stante k befestigt und fiithrt Oszillationen
um die Ruhelage z = 0 aus.

251
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wird Rickstellkraft genannt, da sie in jedem Punkt auf der x-Achse in Richtung
Ruhelage zeigt und somit bei einer Auslenkung das Teilchen wieder in Richtung
der Ruhelage zwingt. Fiir ein Federpendel ist diese Riickstellkraft Fj, durch das
sogenannte Hookesche Gesetz gegeben

Fp = —kz. (10.1)

Sie ist wie bereits erwéhnt linear in der Auslenkung x aus der Ruhelage. Die
klassische Bewegungsgleichung lautet demzufolge

2

x
Mo + kz = 0. (10.2)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist eine harmonische Schwingung bei der
Kreisfrequenz w = \/k/m

x(t) = Asin(wt + ¢) (10.3)

mit Amplitude A und der Phase ¢, die von den Anfangsbedingungen abhéngen.
Die Losung verdeutlicht noch einmal, dass bei einem harmonischen Oszillator
die Frequenz v = w/271 unabhéngig von der Amplitude A ist.

Diese grundlegenden Eigenschaften, die wir am Beispiel des Federpendels
kennengelernt haben, liegen allen Systemen, welche durch ein Oszillatormodell
beschrieben werden konnen, zugrunde. Jedes solche System fiihrt eine Oszilla-
tion um eine Ruhelage, bewirkt durch eine lineare Riickstellkraft, aus, wobei
die Oszillationsfrequenz fiir geniigend kleine Auslenkungen unabhéngig von der
Amplitude ist.

Wie zu Beginn erwéhnt, lassen sich zahlreiche physikalische Systeme ange-
néhert als harmonische Oszillatoren beschreiben. Jedoch sind in realen Syste-
men die Riickstellkréfte haufig bei grosseren Auslenkungen nicht linear. Diese
Nichtlinearitét fithrt zu anharmonischen Oszillationen, bei denen das System
Schwingungen bei einer Reihe von Frequenzen ausfiihrt. In anderen Worten ein
idealer harmonischer Oszillator, bei dem die Riickstellkraft fiir beliebig grosse
Auslenkungen linear in der Auslenkung aus der Ruhelage ist, existiert nicht.
Dennoch kann die Riickstellkraft auch fiir solche Systeme fiir gentigend klei-
ne Auslenkungen aus der Ruhelage linearisiert werden. Mathematisch bedeutet
diese Linearisierung, dass die Riickstellkraft F'(x) um die Ruhelage z¢ bis zum
linearen Term (Taylor-)entwickelt wird

OF 1 0*°F 5
F(x) = F(zo) + 5 . (@ —20)+5 55 . (z —20)" + ...
oF
~ ox =0 (x - m0)7 (10'4)

wobei wir verwendet haben, dass in der Ruhelage x( keine Kraft auf das Teilchen
wirkt, d.h. F'(zg) = 0. Wenn alle anderen Terme in dieser Entwicklung ausrei-
chend Kklein sind, so lédsst sich das System in guter Naherung als harmonischer
Oszillator beschreiben.
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10.2 Quantenmechanische Losung

10.2.1 Formulierung der Schrédinger-Gleichung
Die Schrédinger-Gleichung lautet

h? 9?

~om a2 V@) + Vi@ e, >—m (@, ). (10.5)

Das Potential V(x,t) (siehe Abb. 10.2) ergibt sich dabei aus der Integration
iiber die Riickstellkraft Fj, = —kx

1
V(z,t) / F(2')da' —/ ka'dx' = ka §mw2:c2 (10.6)
0

Wir sehen, dass das Potential zeitunabhéngig ist und betrachten deshalb die
zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung

2 2 2,.2
_;nﬁaﬂu(x) + mw2 v u(z) = Fu(z) mit w = \/z (10.7)

Diese Differentialgleichung ldsst sich z.B. mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes
losen (siche Anhang E).

Hier betrachten wir jedoch eine hdufig verwendete Losungsmethode, bei der
zunéchst sogenannte Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren eingefiihrt wer-
den. Dazu schreiben wir die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung um, indem
wir die beiden Operatoren

N 1 T 0

=5 (960 ”08:1:) ’ 1)
- 1 T 0

o - (= _ T

einfithren, wobei xg = \/A/wm die Oszillatoramplitude normiert.
Bevor wir die Schrodinger-Gleichung umschreiben, gehen wir zuerst auf ei-
nige wichtige Eigenschaften der Operatoren b und bf ein:

a) Die beiden Operatoren IA)Aund b sind nicht hermitesch. Jedoch ist bf der
adjungierte Operator zu b:

V(x)

X Abb. 10.2: Harmonisches Potential
0 V(z) = w?x?/2 als Funktion von .
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Definition 10.1 FT heisst zu F adjungierter Operator, wenn fir be-
liebige Wellenfunktionen 1 (x,t) und @(x,t) gilt

/_Z w*(x,t)ﬁ’ap(x,t)dx = /_Z (FTw(a:,t)>* oz, t)dz. (10.10)

Dass die Relation (10.10) fiir die Operatoren b und b erfiillt ist, zeigt
folgende Rechnung

/z/z:ttbgpxtdx—/ v (x,t)— < +068x> o(x, t)dx

= 7 (/OO w*(x,t) o(x,t) da?—i—/ ¥ (z HJOC%(P(QTJ)CZ%) .

(10.11)

Partielle Integration fiir den zweiten Summanden liefert

ox

/ (@, a0 Ll O)de = o (. zop(e, )%,

_/_ xO%w*(a:,t)(p(x,t)dx (10.12)

Einsetzen in (10.11) ergibt

[wmtiotaine= [ (5 (% -onz;) o)) e

= /OO (Z)Tﬂ)(x,t))*(p(l‘,t)dl'. (10.13)

—0o0
b) Die Operatoren b und b' erfiillen die folgenden Kommutatorrelationen

(b, by (2, t) = bl (x, t) — bbYep(x, t)

-1 (xo _%%) (xow(x,t) TPALC
1/x d x oY(x,t)
_2<xo+xoax> <xo¢($at)_ﬂf0 B >
2
=5 (G0 + 20 e
Lo
oz, 02(x,
e e
2 0
-5 (G250 o
Op(x,t) 2 0%(x,t)
T or 0 92y >

= iz, t). (10.14)
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D.h. es gilt [Z)T, l;] = —1. Analog folgen

b, =1, (10.15)
[b,b] = 0, (10.16)
[bf, 61 = 0. (10.17)

Wir kommen nun zuriick zu unserem urspriinglichen Ziel, der Formulierung
der Schrodinger-Gleichung (10.7) mit Hilfe der Operatoren b und bf. Wir be-
rechnen dazu den Ausdruck hwbfbu(z). Es ergibt sich mit @9 = \/h/wm (siche
Berechnung (10.14))

in x? 2u(x
hwbbu(x) = % <2u(1‘) —u(z) 207u( )>

xg T 0T g2
h? 0%u(z)  mw?z? hw
= o B2 + 5 u(x) — 7u(z) (10.18)

Damit hat die Schrodinger-Gleichung des harmonischen Oszillators ausgedriickt
in den Operatoren b und b' die folgende Form

he (6*6 + 1/2) u(z) = Eulz). (10.19)

Wir gehen noch einen Schritt weiter und schreiben

@u(:ﬂ) = (hlfu - ;) u(x). (10.20)
=n ———

D.h. die Eigenfunktionen u(x) des Hamilton-Operators sind Eigenfunktionen
des Operators 7 = bfb zum Eigenwert n = E/(hw) — 1/2. Spéter werden wir
erkennen, dass der Erwartungswert des Operators 7 der Anzahl n der Quanten
fuw des harmonischen Oszillators entspricht.

Unser néchstes Ziel ist nun die Bestimmung der Eigenfunktionen u,(x) und
der entsprechenden Eigenwerte n des Operators n. Die Eigenfunktionen w,(x)
sind identisch mit denen des Hamilton-Operators und die entsprechenden Ener-
gieeigenwerte F,, ergeben sich dann zu

E, = hw <n + ;) . (10.21)

Dabei haben wir die Quantenzahl n fiir die Eigenfunktionen u,(z) und die
Energieeigenwerte FE,, eingefiihrt.

10.2.2 Berechnung des Grundzustands

Wir bestimmen den Grundzustand des Operators n, d.h. die Eigenfunktion
Up(x) zum niedrigst moglichen Eigenwert n. Dazu miissen wir als erstes den
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niedrigst moglichen Eigenwert bestimmen. Da der Operator bt der adjungierte
Operator von b ist, gilt

n= n/oo uy (z)up (z)dr = /OO uy (x)nuy, (z)dz

—0o0 —00

/Oo uy (z)huy, (z)de = /OO w’ (2)bfbuy, (z)da

_ /: (b)) buun () = /_O; (b (2)[2dz
> 0. (10.22)

Demzufolge ist der niedrigstmogliche Eigenwert n = 0. Nach (10.22) muss dann
fiir die entsprechende Eigenfunktion ug(z) gelten bug(x) = 0, d.h. wir erhalten
folgende Differentialgleichung zur Bestimmung des Grundzustands ug(x)

<§ ; ai) wo() = 0. (10.23)

Lo

Wir wihlen den Ansatz ug(z) = ¢*** und erhalten fiir die Bestimmung der
Konstanten s die Gleichung 1/2% + 2s = 0 mit der Losung s = —1/223. Damit
ergibt sich

up(x) = Ce~1/2@/m0)* (10.24)

Die Konstante C ergibt sich aus der Normierungsbedingung

1= / ug(z)uo(x)de = 02/ e (@20 gy = C%\/7mg (10.25)

—0o0 —00

zu C = (ﬁmo)_l/ ?. Damit erhalten wir fiir den Grundzustand wug(z) den fol-
genden Ausdruck (siehe Abb. 10.3)

up(z) = (ﬁxo)_1/2 e~ 1/2(/w0)”, (10.26)

10.2.3 Berechnung der restlichen Eigenzustinde

Zur Bestimmung der weiteren Eigenfunktionen w,(x) zeigen wir zwei kleine
Sétze.

Satz 10.1 Ist un(z) Eigenfunktion von fv zum Eigenwert n, so ist buy(x) ei-
ne Figenfunktion von n zum Eigenwert n — 1, d.h. der Operator b erniedrigt
den Eigenwert n um 1. Daher wird b Vernichtungsoperator genannt. Fir die
normierte Eigenfunktion w,_1(x) gilt

1

Up_1(7) = ﬁéun(@«), n>1. (10.27)
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1.0r

0.8

Up(®) [xg™2]

‘ - Abb. 10.3: Der Grundzustand des harmo-
-4 -2 0 2 4 nischen Osrillators ug(z) als Funktion von

X [Xo] Z-

Bewets:
Wir wenden den Operator b auf die Eigenwertgleichung (10.20) an

bivup () = b, (z). (10.28)

Mit 7 = btb und (10.15) erhalten wir

bt () = (n — 1)buy (z). (10.29)
Mit
oo R * R oo A
/ <bun(x)) (bun(x)) dx :/ U (x)*bTbuy, () dx
:n/ U () up (x)dx
=1
folgt fiir die normierte Eigenfunktion wu,—i(x)
(@) = ——bup(z), n> 1 (10.31)
Up—1(z) = up (), n > 1. :
1 ﬁ

Der entsprechende Satz fiir den Operator b! lautet:

Satz 10.2 Ist u,(x) Eigenfunktion von 1 zum Eigenwert n, so ist BTun(:U) eine
Eigenfunktion von n zum Figenwert n+1, d.h. der Operator bt erhéht den Eigen-
wert n um 1. Daher wird bf Erzeugungsoperator genannt. Fir die normierte
FEigenfunktion u,1(x) gilt

Upy1(2) = mbwn(x), n > 0. (10.32)
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Beweis:
Wir wenden den Operator b auf die Eigenwertgleichung (10.20) an

bl Ay, () = binu, (z). (10.33)

Mit 7 = bfb und (10.14) erhalten wir

blun(z) = (n+ 1) un (). (10.34)
Mit
/Z (I;Tun(x))* (lA)Tun(x)) dr = /Z Un(x)*i)i)Tun(x)dx

= /OO U (2)* <BTI;+ 1) U (x)dx (10.35)

—00

=(n+1) /OO U () up (z)dx

—0o0

=1
—n+1 (10.36)
folgt fiir die normierte Eigenfunktion w41 ()

1 .
Upy1(x) = \/mbTun(x), n > 0. (10.37)

]
Nach Satz 10.2 ergeben sich nun die Eigenfunktionen u,(z) zu den Eigen-
werten n — 1, 2, 3, ... durch Anwendung von b auf ug(z)

1 . 1 A\ T
_ — T)
Up () \/ﬁb Up—1(x) N (b up(x), n € IN. (10.38)
Wir zeigen nun, dass wir damit alle Eigenfunktionen gefunden haben, d.h. wir
beweisen den folgenden Satz:

Satz 10.3 Mit u,(x) = \/—1;' (3T>nug(az), n € Ny, haben wir alle Eigenfunktio-

nen des Operators i gefunden.

Widerspruchsbeweis:
Wir nehmen an, dass ein Eigenwert n = m 4+ a mit 0 < o < 1 und m €
IN existiert und zeigen, dass diese Annahme auf einen Widerspruch fiihrt. Die
Eigenwertgleichung lautet
g (x) = (m 4+ a)uy(z). (10.39)

Mit (10.27) folgt
n (l;mun(m)) =« (l;mun(@) , (10.40)
n <3m+1un(x)) =(a—1) <l;m+1un(a:)> . (10.41)

~—
<0

Dies steht im Widerspruch zur Positivitat der Eigenwerte von n.
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10.2.4 Zusammenfassung der Losung - Hermite-Polynome

Fassen wir die Abschnitte 10.2.2 und 10.2.3 zusammen:

Die Eigenfunktionen wy,(z) des Hamilton-Operators des harmonischen Oszilla-
tors lauten (siche Abb. 10.4)

o) = 1) (8 I

mit den Energieeigenwerten (siche Tab. 10.1)

E, = hw (n + %) : (10.43)

Insbesondere sind die Eigenfunktionen w, (x) reell und je grosser die Anzahl der
Nullstellen der Eigenfunktionen ist, umso hoher liegt der entsprechende Ener-
gieeigenwert. Diese Regel gilt allgemein bei eindimensionalen Problemen.

(10.42)

Die Eigenfunktionen wu, (z) lassen sich durch die sogenannten Hermite-Poly-
nome Hy(z) ausdriicken (siche Anhang I.1). Es gilt

Up () = (2”71!\/7?:150)71/2 H, (z/x0) e~ @/20)*/2 1 e Ny, (10.44)
wobei die Hermite-Polynome H,(z) gegeben sind durch (siche Tab. 10.1)

Ha(a) = (—1)rer* o

e . 10.45
py ( )
(@) (b) (©)
1.0 — 1.0 1.0
< 05f « 05F 1 & 05} 1
T e 7o e
=00 = 00 =00
3 5 =
S -05F S -0.5 S -0.5F
~1.0~ L L L 1.0~ L L L 1.0 L L L
4-20 2 4 4 -20 2 4 4 -20 2 4
X [Xol X [Xo] X [Xol
(d) (e) ®
1.0 e 1.0 1.0
Lo AN SN w
T o To T o
= 00 = 00 = 0.0
MAY s U R N
S -05f S -05 L _05¢
~1.0 b L L L ~1.00~ L L L 1.0 L L L
4 -20 2 4 -4 -20 2 4 -4 -20 2 4
X [Xo]

X [Xo] X [Xo]

Abb. 10.4: Die Eigenfunktionen u,(z) des harmonischen Oszilla-
tors fiir die Quantenzahlen (a) n = 0, (b) n =1, (c) n = 2, (d)

n =3, (¢) n =4 und (f) n =5 als Funktion der Ortskoordinate z.
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0 1 3hw
1 2z 3 hw
2 4z% — 2 5 hw
3 8% — 12z Thw
4 16z — 4822 412 Shw
5 32z° —1602® + 120z B hw

n (— 1)”63”2 aaznne @? hw (n+ 1)

Tab. 10.1: Ubersicht iiber die Hermite-Polynome H,(z) und die
entsprechenden Energieeigenwerten F,, des harmonischen Oszilla-
tors.

10.2.5 Die Nullpunktsenergie

Die niedrigste Energie des harmonischen Oszillators ist klassisch £ = 0, quan-
tenmechanisch F = fiw/2, d.h. im Gegensatz zur klassischen Mechanik erhalten
wir in der Quantenmechanik eine endliche Grundzustandsenergie, auch Null-
punktsenergie genannt. In diesem Abschnitt gehen wir nun genauer auf diese
Nullpunktsenergie ein.

Wir bestimmen als erstes die Orts- und Impulsunschérfe Ax und Ap. Fiir
den Erwartungswert (x) des Ortes erhalten wir

(x) = /OO uy (x)zun (r)dr o« /OO uy (x) (Z) + BT> un(x)dz = 0. (10.46)

—00 — 00

Demzufolge ergibt sich fiir die Ortsunschérfe Az

¢ / o
— \/ % /_ () (I B+ B ()
\/2(0+(n+1)+n—|—0 —xo\/: (10.47)

Analog erhalten wir fiir den Erwartungswert des Impulses (p) und die Impul-
sunschérfe Ap

558

(p) =0 (10.48)

Ap=—y/n+=. (10.49)
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Damit erhalten wir im Grundzustand fiir die Orts- und Impulsunschérfe

T
Ar = — 10.50
o= (10.50)

h
V2zo

Somit ist das Teilchen im Grundzustand nicht bei z = 0 lokalisiert, sondern
ist iiber einen endlichen Bereich ,yerschmiert”, verbunden mit einem endlichen
Impuls. Diesen Sachverhalt wird Nullpunktsschwankung genannt.

Wir leiten zusétzlich eine Ungleichung fiir die Nullpunktsenergie ausgehend
von der Unschérferelation

Ap = (10.51)

AzAp > g (10.52)

her. Die Wellenfunktion werden wir dazu nicht explizit berechnen. Aus Symme-
triegriinden gilt fiir den Grundzustand (z) = (p) = 0 und somit

h2
(z%) (p*) > T (10.53)
Damit erhalten wir fiir die Energie die folgende Ungleichung
<p ) 2 W) 1 k1
E=(H)= -+ —_— . 10.54
(H) = +2m (z%) > o +2mw4<p2> (10.54)

Wir bestimmen das Minimum der rechten Seite der Ungleichung indem wir die
Ableitung nach <p2> null setzen

2
. lmwﬂl% =0. (10.55)
2m 20 4 ((p?) i)
Auflésen nach <p2>min ergibt

mhw

P in = —5 (10.56)
Damit lautet die Ungleichung fiir die Energie
hw
E> o5 (10.57)

Somit wird klar, dass die Nullpunktsenergie der kleinste Energiewert ist, der
mit der Unschérferelation vereinbar ist.

10.2.6 Koharente Zustande

Fiir die stationdren Losungen uy,(z) gilt nach (10.46) (x) = 0, d.h. in diesen sta-
tiondren Zustdnden fiihrt der harmonische Oszillator einzeln keine Oszillation
aus. Sie haben daher insbesondere nichts mit der klassischen Oszillationsbewe-
gung gemeinsam. Das Ziel ist es nun Lésungen der zeitabhédngigen Schrodinger-
Gleichung zu bestimmen, die eine periodische Oszillation darstellen, d.h. Zustén-
de in denen der Erwartungswert des Ortes nicht verschwindet, sondern bzgl. der
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Zeitabhéngigkeit mit der klassischen Oszillationsbewegung iibereinstimmt. Wir
gehen dazu von den Eigenzustidnden u,(x) des Vernichtungsoperators b aus

b () = aug(x) mit a € C. (10.58)

Wir entwickeln diese Zustédnde uq(z) nach den stationdren Zustdnden wu,(x).
Nach Abschnitt 9.5.7 erhalten wir

o0

Z Cntin (2 (10.59)

wobei fiir die Entwicklungskoeffizienten ¢;,, mit (9.278), (10.38), (10.58) und der
Eigenschaft, dass b der adjungierte Operator von b ist, gilt

Cp = /OO U () ug (z)dx

—0o0

= /Oo \/1>' <3T>nu0(m)ua($)d:ﬂ
/ —uo )b g () dx

va/ 2)dz. (10.60)

Damit folgt
o an
z)=C —u,(2). 10.61
)= O3 nle) (10.61)

Die Konstante C' ergibt sich aus der Normierungsbedingung

1= / " (2) o) da

0 a 2n
= (2 nz:% |Tl'
= C2elof, (10.62)
Damit erhalten wir
C =e o2, (10.63)

Einsetzen in (10.61) liefert fir die Zusténde uq(z) die folgende Entwicklung

emlal’/2 Z —un (10.64)

Die Zusténde 1, (z,t) erhalten wir durch die Zeitentwicklung der stationéren
Zustande uy, ()

Yoz, t) = e~lol’/2 Z %un(x)e_w"t/h. (10.65)
n!
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Mit E,, = hw(n + 1/2) ergibt sich
Ya(z,t) =¢ ~lof? /22 Uy (z)e ™2, (10.66)

Die Zustinde 1), (x,t) werden kohdrente Zustinde' genannt und sind Losung
der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung. Fiir den Erwartungswert (z) ergibt
sich mit o = || €%

o

(x) = / up (z,t)zug (x, t)de

—00

_ o > *( b+ bf x X
_ ﬁ/_w%( ) (b4 b a(x, t)d

=" (e

ﬂ

—i(wt—4) i(wt—0)
\f 5 lal (¢ )
= V20 |] cos(wt — ). (10.67)

—iwt 4 a*ezwt)

D.h. der Erwartungswert des Ortes fiihrt eine periodische Oszillation aus. Wir
haben also mit diesen kohédrenten Zustdnden, Zustédnde des harmonischen Os-
zillators gefunden, in denen der Erwartungswert des Ortes die selbe Zeitabhéin-
gigkeit wie die klassische Schwingung zeigt.

10.3 Vergleich zwischen klassischem und quantenme-
chanischem harmonischen Oszillator
Zum Abschluss dieses Kapitels vergleichen wir den quantenmechanischen mit

dem klassischen harmonischen Oszillator. Die klassische Bewegung ist beschrie-
ben durch

x(t) = qosin (wt) , (10.68)
1
E = imw2q§, (10.69)

wobei qg die Amplitude der Schwingung bezeichnet. Die klassische Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit Wy (z)dz das Teilchen im Intervall [z, x + dx] anzutreffen, ist
gegeben durch

dt

Wk](l’)dﬂf = T7/2,

(10.70)

wobei dt die Aufenthaltsdauer in dx und T' = 27 /w die Periode ist. Mit (10.68)
erhalten wir fiir do den Ausdruck

dx = gow cos(wt)dt = qow+/1 — (x/qo)?dt. (10.71)

'Der Name kommt aus der Optik, da die Zusténde 14 (z,t) eine wichtige Rolle fiir die Dar-
stellung von kohérenten Lichtwellen spielen.
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Einsetzen in (10.70) ergibt
1

wqoy/1 = (x/q0)*

Abb. 10.5 zeigt die quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit |uy, (z)|?
flir die Quantenzahlen n = 5 und n = 20 zusammen mit der entsprechenden
klassischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit Wyj(x): Die klassische Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit Wy)(x) nimmt gegen die Umkehrpunkte z = +¢y monoton
zu (da sie umgekehrt proportional zur Geschwindigkeit ist). Die quantenme-
chanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit |uy(2)|? oszilliert, wobei die Héhe der
Maxima gegen die klassische Umkehrpunkte zunimmt. Quantenmechanisch exis-
tiert zusétzlich eine endliche Wahrscheinlichkeit das Teilchen bei Amplituden
grosser als den klassischen Umkehrpunkten x = +¢qg anzutreffen. Fiir sehr hohe
Quantenzahlen n nédhert sich die quantenmechanische der klassischen Aufent-
haltswahrscheinlichkeit an. Die Oszillationen werden immer schwécher und die
Wahrscheinlichkeit das Teilchen bei Amplituden grosser als den klassischen Um-
kehrpunkten x = +¢qp anzutreffen sinkt.

Wi(z) = (10.72)

10.4 Zusammenfassung

- In der Natur gibt es sehr viele physikalische Systeme, die in guter N&he-
rung durch das Modell des harmonischen Oszillators beschrieben werden
kénnen. Jedes solche System fiihrt eine Oszillation um eine Ruhelage, be-
wirkt durch eine lineare Riickstellkraft, aus, wobei die Ostzillatorfrequenz
fiir geniigend kleine Auslenkungen unabhéngig von der Amplitude ist.

@o.6F 7 ®o6[ T :
05} ] 0.5} ]
0.4} ] 04f 1

= 03} 1 Z o3} ]

= 1 I [
02} 1 02F ]
0.1 1 01f ]
0'07‘ . T | 0.0 ;\"T -4
4 6 6
X[XOI X[XOI

Abb. 10.5: Die quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit
lun (z)|? (rot gepunktete Linie) und die klassische Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit Wi (z) (blaue durchgezogene Linie) als Funktion der
Ortskoordinate z fiir die Quantenzahlen (a) n = 5 und (b) n = 20.
Die schwarz gestrichelten Linien markieren die klassischen Um-
kehrpunkte bei x = £¢q.
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- Ein typisches Beispiel ist das Federpendel, bei dem ein Teilchen der Mas-
se m an einer Feder mit Federkonstante k befestigt ist und Oszillationen
um die Ruhelage x = 0 ausfiihrt. Die klassische Bewegungsgleichung ei-
nes solchen Teilchens lautet md*z/0t? + kxz = 0 mit der Losung z(t) =
Asin(wt + ¢), wobei w = \/k/m die Kreisfrequenz, A die Amplitude und
¢ die Phase bezeichnen.

- Die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung fiir den harmonischen Oszil-
lator lautet

2 2 2,.2

Daraus folgen die Eigenzustéande
up(x) = (Q”n!ﬁxo)_l/Q H,, (x/xg) e~ @m0 /2 e Ny, (10.74)

wobei g = y/h/wm und die Energieeigenwerte

By = hw <n + ;) . (10.75)

- Die niedrigste Energie des harmonischen Oszillators ist klassisch £ = 0,
quantenmechanisch £ = hw/2, d.h. im Gegensatz zur klassischen Mecha-
nik erhalten wir in der Quantenmechanik eine endliche Grundzustand-
senergie, auch Nullpunktsenergie genannt. Grund dafiir sind sogenannte
Nullpunktsschwankungen, d.h. das Teilchen ist im Grundzustand nicht
bei x = 0 lokalisiert, sondern iiber einen endlichen Bereich ,verschmiert,
verbunden mit einem endlichen Impuls. Zudem ist die Nullpunktsenergie
der kleinste Energiewert, der mit der Unschérferelation vereinbar ist.

- Fiir die stationdren Losungen uy,(z) gilt (x) = 0, d.h. in diesen stationiren
Zustanden fiihrt der harmonische Ostzillator einzeln keine Oszillation aus.
Sie haben daher insbesondere nichts mit der klassischen Oszillationsbe-
wegung gemeinsam. Es lassen sich jedoch sogenannte kohérente Zustéande
o (x,t) finden, in denen Erwartungswert des Orts eine periodische Os-
zillation ausfiithrt und somit die selbe Zeitabhéngigkeit wie die klassische
Schwingung zeigt.

- Der Unterschied zwischen klassischem und quantenmechanischem Oszilla-
tor kommt am besten aus dem Verlgleich der entsprechenden Aufenthalts-
wahrscheinlichkeiten hervor: Die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit
nimmt gegen die Umkehrpunkte monoton zu. Die quantenmechanische
Aufenthaltswahrscheinlichkeit oszilliert, wobei die Hohe der Maxima ge-
gen die klassische Umkehrpunkte zunimmt. Quantenmechanisch existiert
zuséatzlich eine endliche Wahrscheinlichkeit das Teilchen bei Amplituden
grosser als den klassischen Umkehrpunkten anzutreffen. Fiir sehr hohe
Quantenzahlen n nahert sich die quantenmechanische der klassischen Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit an.
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Kapitel 11

Das Wasserstoffatom

Das Verstéandnis des einfachsten Atoms, d.h. des Wasserstoffatoms, ist eine der
Grundlagen zum Versténdnis aller Atome. Die theoretische Behandlung des
Wasserstoffatoms ist zudem eine der schénsten Illustrationen zur Anwendung
der Quantenmechanik. Insbesondere kénnen viele Begriffe, die dabei erarbeitet
werden, auf andere Systeme iibertragen werden.

Wie wir in Kapitel 8 gesehen haben, liefert das (semiklassische) Bohrsche
Atommodell bereits eine gute Beschreibung der grundlegenden Eigenschaften
des Spektrums des Wasserstoffatoms. In diesem Modell werden die Energie-
niveaus durch die Hauptquantenzahl n charakterisiert und die Frequenzen der
Spektrallinien sind durch die Rydberg-Formel gegeben. Das Modell stosst jedoch
bei der Beschreibung von Atomen mit mehreren Elektronen an seine Grenzen
(sieche Abschnitt 8.6). Auch die Beschreibung des Wasserstoffspektrums ist nur
begrenzt moglich, was bei einer detaillierten Betrachtung des Spektrums klar
wird. Es treten viele nach dem Bohrschen Atommodell nicht erwartete Spek-
trallinien auf.

In diesem Kapitel kommen wir nun zu einer rein quantenmechanischen Be-
handlung des Wasserstoffatoms ausgehend von der Schrédinger-Gleichung. Wir
werden sehen, dass im Vergleich zum Bohrschen Atommodell zusétzliche Quan-
tenzahlen notwendig sind, um die Energieniveaus und die Spektrallinien zu be-
schreiben. Wie in Abschnitt 8.5 angedeutet, wird dabei der Bahndrehimpuls des
Elektrons eine Rolle spielen. Ebenfalls einen Einfluss auf das Spektrum wird
der Spin' des Elektrons und des Protons haben. Zusitzlich kénnen von aussen
angelegte elektrische und magnetische Felder, sowie die sogenannten Vakuum-
fluktuationen? die Energieniveaus und Spektrallinien beeinflussen.

Wir beginnen mit der Auflistung der Annahmen, die wir fiir unser Modell
treffen werden und dem Aufstellen der Schréodinger-Gleichung. Anschliessend
folgt das Losen der Schrodinger-Gleichung und somit die Bestimmung der Wel-
lenfunktionen und der Energieniveaus des Wasserstoffatoms.

!Unter dem Spin versteht man den Eigendrehimpuls eines Teilchens. Der Spin ist eine relati-
vistische quantenmechanische Eigenschaft und besitzt keine klassische Vergleichsgrosse.
2Fiir genauere Ausfithrungen wird auf weiterfithrende Literatur (z.B. zum Thema Quanten-
feldtheorie) verwiesen.

267
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11.1 Die Schrodinger-Gleichung

Das Wasserstoffatom besteht aus einem Kern (Proton) mit der Masse M und
der Ladung +e und aus einem Elektron der Masse m und der Ladung —e (siehe
Abb. 11.1). Fiir unser Modell zur Beschreibung des Wasserstoffatoms treffen
wir die folgenden Annahmen:

1.

2.

Das Elektron wird als nicht-relativistisches Teilchen betrachtet.

Der Spin des Elektrons und das damit verbundene magnetische Moment
wird vernachléssigt.

. Der Spin des Protons und das damit verbundene magnetische Moment

wird vernachléssigt.

. Vakuumfluktuationen werden nicht beriicksichtigt.

. Die Wechselwirkung zwischen Elektron und Proton ist durch die Coulomb-

Wechselwirkung gegeben, d.h. die potentielle Energie entspricht dem Cou-
lomb-Potential V() und nimmt daher die folgende Form an

2

Vo(r) = — C  mitr= |7 = Va2 +y? + 22 (11.1)

dmeor

Es ist jedoch zu bemerken, dass dieser Ausdruck nur dann fiir alle Abstén-
de r gilt, wenn Kern und Elektron als Punktladungen betrachtet werden
kénnen. Wenn aber zum Beispiel der Kern einen endlichen Radius rg be-
sitzt, dann ist die 1/r-Abhéngigkeit als Naherung zu betrachten, die nur
dann angewendet werden darf, wenn die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des
Elektrons innerhalb rg vernachlassigbar ist. Beim Wasserstoffatom ist die
1/r-Naherung fiir alle Zustdnde des Elektrons gerechtfertigt.

. Die Masse M des Protons ist viel grosser als die Masse m des Elektrons.

Aus diesem Grund vernachldssigen wir die Bewegung des Protons, d.h. das
Proton ist in Ruhe. Soll die Kernbewegung beriicksichtigt werden, so kann
analog zu Abschnitt 8.4.2 die Elektronenmasse m durch die reduzierte
Masse p = Mm/(m + M) und zusétzlich die Koordinaten des Elektrons
x, y und z durch Relativkoordinaten z, = x—X,y, =y—Y und 2z, = 2—Z

Kern (Proton) z Elektron

Abb. 11.1: Skizze eines Wasserstoffatoms:
Ein Elektron umkreist den Kern (Pro-
ton). Dabei haben wir die Kugelkoordi-
naten (r, 9, ¢) eingefiihrt.
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ersetzt werden. Dabei bezeichnen X, Y und Z die Koordinaten des Protons
und das Atom wird im Schwerpunktssystem betrachtet.

Da das Problem kugelsymmetrisch ist, fithren wir Kugelkoordinaten ein (sie-
he Abb. 11.1). Es gilt

r= V@I 2 (11.2)

¥ = arccos (;) , (11.3)
¢ = arctan (%) . (11.4)

Die potentielle Energie V(7)) hingt nicht explizit von der Zeit ab. Daher ist
die Gesamtenergie E eine Konstante und es existieren stationére Zustédnde der
Form

P(r,9,0,t) = u(r,d, p)e” F/N (11.5)

wobei u(r, 9, ¢) die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung

2
o Au(r, 0,) + Velr)u(r, . 9) = Bu(r,9, ) (116)

erfiillt. Der Laplace-Operator A nimmt dabei in Kugelkoordinaten die folgende
Form an (siche Anhang F)

10 (5,0 1 9 (. 0 1 6
A = 7‘725 (7" 87") + 41"2 Siniﬂai’ﬂ <81n29819) + 77"2 sinQﬂW' (117)

Einsetzen von (11.1) und (11.7) in (11.6) ergibt fiir die zeitunabhéngige Schréd-
inger-Gleichung in Kugelkoordinaten

_ﬁ ié 22 +;2 i 192 +$i2 (19 )
om \72or " or P2eind 09 \> 99 2 sin? ¥ Op? e
2
e

— u(r, ¥, @) = Eu(r, 9, ). (11.8)
4megr

Bevor wir im néchsten Abschpitt die Schrodinger-Gleichung losen, flihren wir
den Bahndrehimpulsoperator L ein. Nach (9.68) lautet der Bahndrehimpulsope-

rator L in Kugelkoordinaten

2 T 0 cosv¥cosp 9
s l;/x A Sin Spgﬁ sin 9 88@
_ _ 9 cosUsing 9
L= l;/y T COS L5 sind ¢ : (119)
LZ %

Fiir das Quadrat des Bahndrehimpulsoperators L2 ergibt sich damit (Ausfiih-
rung der Rechnung sieche Anhang G)

2 . . . 1 0 0 1 92
[2=f24f24i2=_p I (im0l ) 4 —— P\ (11
st hy sno 09 \" 99 ) T e a2 (11.10)
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Damit konnen wir die Schrodinger-Gleichung (11.8) in der folgenden Form schrei-
ben

0 (40 1 2 e?
ol L - - F .
( 2mr2 Or (T 8r> + 2mr? > u(r, ¥, ) 47reoru(r’ﬁ’(p) u(r, 9, ¢)
(11.11)

Fiir die Bahndrehimpulskomponenten f)x, fLy und i}Z, fiir das Quadrat des Bahn-

drehimpulsoperators I_;2, sowie den Hamilton-Operator H = f%A + Vo des
Wasserstoffatoms gelten dabei die folgenden Kommutatorrelationen (siehe Ab-
schnitt 9.3.3 und Anhang H)

Ly, Ly] = ihL,, (11.12)
Ly, L) = ihLy, (11.13)
[L,, Ly] = ihLy, (11.14)
(L2, L] = 12, Ly) = [L%, L] = 0, (11.15)
(7,12 = [A,1,]=o0. (11.16)

Das bedeutet fiir das Wasserstoffatom, dass Funktionen existieren, die gleich-

zeitig Eigenfunktionen der Operatoren H , L2 und L, sind. D.h. die entspre-
chenden Observablen E, L? und L, sind gleichzeitig scharf bestimmt (siche
Abschnitt 9.5.4).

11.2 Losung der Schrodinger-Gleichung durch Sepa-
ration der Variablen

Als erstes multiplizieren wir die Schrodinger-Gleichung (11.8) mit (—25—737“2 sin? 19)
und erhalten

0 0 0 0 0?
299 2 UV . .
(sm 1987“ <7" 8r> + smﬁ—aﬁ <SII119819) + 8g02) u(r, 9, ¢)
2mr? sin? ¥ e?
2 < +E> u(r,d, ) = 0. (11.17)

dmegr
Wir wéhlen fiir die Funktion u(r,d, ¢) den folgenden Produktansatz
u(r, v, @) = R(r)O(9)P(p). (11.18)

Es sei bemerkt, dass ein solcher Ansatz allgemein fiir alle kugelsymmetrischen
Potentiale V' (r) geeignet ist. Einsetzen des Ansatzes in (11.17) und Division
durch u(r, 9, ) liefert

1 ., g 5 OR(T) 1 . g . ,00(9)
R0 sin 1987“ (7" o +@(§) Smﬁ&9 Slnﬁiaﬂ

R(r) - abhingig O(9) - abhéngig
1 9?°0(p)  2mr?sin?d [ €2
E|=0. 11.1
D(p) Op? * h? (47reor * ) 0 (11.19)

D(¢p) - abhéngig r - abhéngig
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Somit héngen die einzelnen Terme der Schrédinger-Gleichung nur von einer der
Funktionen R(r), ©(J) oder ®(¢) oder der Koordinate r ab. D.h. wir konnten
durch unseren Produktansatz (11.18) die Schrédinger-Gleichung separieren. Wir
ordnen nun die Gleichung (11.19) um, so dass der Term mit ® () auf der rechten
Seite steht und sich alle anderen Terme auf der linken Seite befinden. Es ergibt
sich

sin2192 5 OR(T) n sind 9 inﬁa@(ﬁ) n 2mr?sin?d [ e? R
R(r) or \\ or oy oy " av 12 dmeor

~~

—nn2
:ml

A )
= %) B (11.20)
—_——

—m 2
=m;

Diese Gleichung kann nur dann gelten, wenn die linke und rechte Seite gleichzei-
tig identisch derselben Konstante sind. Wir wéhlen die Konstante ml2 Auf die
physikalische Bedeutung der Konstanten m; werden wir im Folgenden eingehen.
Somit lautet die Differentialgleichung zur Bestimmung von ®(y)

1 82‘1’(90)_ 2

- =mj. 11.21
() o (2
Die normierte Losung ergibt sich zu
1l im,
Dy () = ——e™?, (11.22)

V2r

wobei wir den Index my; eingefithrt haben. Der Vergleich mit Abschnitt 9.5.2
zeigt, dass @, (¢) und daher auch u(r,d,¢) = R(r)O(9)®,,, (¢) Eigenfunk-

tionen der z-Komponente des Bahndrehimpulsoperators L, = —ih% sind. Die
Eigenwertgleichung lautet

Ly @, (9) = Ty @, (), bzw. (11.23)

ﬁzu(r, Y, @) = mqu(r, 9, @), (11.24)

wobei aufgrund der Eindeutigkeit der Wellenfunktion m; € Z. Demzufolge cha-
rakterisiert die Konstante m; die Eigenwerte von ﬁz und bestimmt damit die
Werte, die der Erwartungswert der Observablen L, annehmen kann. m; wird
magnetische Quantenzahl genannt.

Als néchstes betrachten wir die linke Seite der Gleichung (11.20). Umordnen
und Division durch (sin? ) liefert

1 9 [ 4,0R(r) 2mr? [ €2
— E
R(r) or <r or > T dregr *

=l(1+1)
1 1 9 (. 000) m?
__ 1t 9 . 11.2
O(9) sind 99 (Smﬁ 99 )+sin219 (11.25)

~~

=I(1+1)
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Wie zuvor kann diese Gleichung nur dann gelten, wenn die linke und rechte
Seite gleichzeitig identisch derselben Konstanten sind. Wir wéihlen die Konstante
[(I41). Auf die physikalische Bedeutung dieser neuen Konstanten [ werden wir
in Abschnitt 11.2.2 eingehen. Somit ergeben sich fiir die Funktionen R(r) und
©(¥) die folgenden Differentialgleichungen

1 0 [ 40R(r) 2m [ €2 R2I(1+ 1) B
Lo (7« it > v <4MOT e LG ET L

19 (. 90 m? B
sind 09 (Smﬁaﬁ) + (l(l 1) = =5 | OW) =0. (11.27)

Aus dieser Darstellung wird insbesondere klar, dass nur die Radialkomponente
R(r) von u(r,d,y) explizit vom Potential abhidngt. Wir bestimmen nun die
Losungen der Differentialgleichungen fiir die Funktionen ©()) und R(r) einzeln.

11.2.1 Losung fiir die Polarkomponente

Zur Bestimmung der Losung fiir die Polarkomponente © (1)) der Wellenfunktion
u(r, v, ) differenzieren wir die Differentialgleichung (11.27) aus und erhalten

0?0(v) N cos ) 00 (1))
09? sing v

S11

+ (za +1) - -mfﬁ) 0(9) = 0. (11.28)

Wir betrachten nun © als Funktion der neuen Variablen x = cos . Die entspre-
chende Differentialgleichung fiir ©(z) ergibt sich dann zu

o6() _, 90() <l(l +1) - mf ) O(z)=0.  (11.29)

(1-2?)

0x2 ox 1 — 22

Losungen dieser Differentialgleichung sind die zugeordneten Legendre-Polynome
P"(z) (siche Anhang 1.3)

" ——— L
wobei fiir die Quantenzahlen [ und my gilt3
I € Ny, (11.31)
my € 2, (11.32)
lmy| <1 (11.33)

und P;(x) die Legendre-Polynome sind (siche Anhang 1.2), welche sich als Losung
von (11.29) fiir m; = 0 ergeben. Es gilt

1o,

P(x) = ﬁ@(m

— 1) (11.34)

3Nur in diesem Fall existieren fiir alle « € [~1,1] nicht-singulire Losungen der Differential-
gleichung (11.29).



11.2. LOSUNG DER SCHRODINGER-GLEICHUNG 273

Die zugeordnete Legendre-Polynome P™ (z) sind reell und erfiillen die folgende
Orthogonalitéitsbedingung (siehe Gl. (1.33))

! 2 (1 + [my])!
P (z) P (x) = : 11.

Somit lautet die normierte Losung fiir die Polarkomponente Oy, (¢) der Wel-
lenfunktion u(r, 9, ¢) (siche Tab. 11.1)

20+ 1(1— |m)\ Y2 .,
Oum () = (23 ) B cos)
20+ 1 (1 — my)1) /> 5 g OIM
:( > 3 ! (1 — cos? @) Iml/ 8—COST9|mI|Pl(COSﬂ)7

(11.36)

wobei wir die Indizes [ und m; eingefiihrt haben und die Legendre-Polynome
Py(cos?) gegeben sind durch

1 o

Py(cosv) = ﬁm(COSQ’ﬂ - 1)k (11.37)

my;  Py(cosd) P™(cos ) O1,m, ()

0o 0 1 1 %Pg(cos J)

1 0 cosv cos ¥ %Plo (cos )
+1 sin ¢ @Plﬂ(cos )

2 0 2(3cos?y—1) $(3cos? ¥ — 1) %Pg(cosﬁ)
+1 3 cos¥sind T@Pfl(cos V)
+2 3sin? 9 T{%P;Q (cos )

3 0 1(5cos®d—3cos?) 3(5cos?V — 3cosd) %Pgo(cos )
+1 3sind(5cos? 9 — 1) T%Pgﬂ (cos )
+2 15 cos ¥ sin? ¥ %Pgﬂ (cos )
+3 15 sin® 0 : 2%P3i3(cos 9)

Tab. 11.1: Legendre-Polynome P;(cosd), zugeordnete Legendre-
Polynome P/ (cos?¥) und Losungen fiir die Polarkomponente
O m, (9¥) fiir die Quantenzahlen { = 0, 1, 2, 3.

11.2.2 Gesamtlosung des winkelabhingigen Anteils der Wellen-
funktion

Mit (11.22) und (11.36) haben wir die Losungen fiir ®,,(¢) und Oy, () ge-
funden. Die Gesamtlosung des winkelabhéngigen Anteils der Wellenfunktion
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u(r, 9, ¢) entspricht dem Produkt dieser Funktionen. Es ergeben sich damit die
sogenannten Kugelfunktionen Y, (0, ) (siehe Tab. 11.2, Abb. 11.2, Abb. 11.3
und 1.6)

Yim (9,) = Oty (9) @y (1)
- \/271'( 2 El—i—lijl) P (cosd)e™¥. (11.38)

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass die Funktionen ©;,,, (¢) und @, (¢)
und damit auch die Kugelfunktionen Y ,,,, (9, ¢) fiir beliebige kugelsymmetrische
Potentiale V(r) gelten, da das Potential nur explizit in der Differentialgleichung
fiir die Bestimmung der radialen Funktion R(r) erscheint.

Zur Ermittlung der physikalischen Bedeutung der Quantenzahl [ gehen wir
zuriick zur Formulierung (11.11) der Schréodinger-Gleichung und multiplizieren
sie mit (—2mr2h?)

0 0 2mr? e2 12
D () 2 () a0 = Pt (139)

4megr

Einsetzen des Ansatzes u(r, 1, @) = R(7)Om, () Pm, (©) = R(r)Y]m, (Y, ¢) und
Division durch u(r, ¥, ¢) ergibt

1 0 [ 40R(r) 2mr? e? 1
R<r>ar<’“ o )* 7 \arar thmmlwso)

=1(l+1)
(11.40)

l my le,ml(ﬁa(p)

0 0 ﬁ

1 0 %cosz?

V3 +ip

+1 or sin ve

2 0 %(BCOS v —1)
+1 % cos ¥ sin YeFi®
+2 % sin? Ye*2ie

3 0 %(5008319 3cosv)
+1 %(5008 9 — 1)etiv
+2 21/\7(2)7 cos ¥ sin YeF2i®
+3 8\‘7 sin® YeT3i¥

Tab. 11.2: Kugelfunktionen Y} ,,, (9, ¢) fiir die Quantenzahlen [ =
0,1,2 3.
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©

(a) (b)

0.4F g 0.4F g 0.4F g
0.2f ] 0.2} <> ] 0.2}
N 00 Q, N 0.0 N 0.0
—0.2} ] —0.2} ] 0.2}
0.4k L 0.4k L 0.4k L
20.4-0.20.0 0.2 0.4 ~0.4-0.20.0 0.2 0.4 20.4-0.2 0.0 0.2 0.4
X X X
(d) 04F = (e) 04F 7 ) 0.4F u
0.2f ] 02} ] 0.2}
N 00 N 0.0 N\ N 0.0
—0.2} ] —0.2f ] —0.2f
0.4k L 0.4k L 0.4k L
20.4-0.20.0 0.2 0.4 ~0.4-0.20.0 0.2 0.4 20.4-0.2 0.0 0.2 0.4
X X X

Abb. 11.2: Polardiagramme: Fiir jeden Wert des Winkels 9 (¢ wird
0 gesetzt) wird das entsprechende Betragsquadrat der Kugelfunk-
tionen |Y (9,0)) fiir die Quantenzahlen (a) I = 0, m; = 0, (b)
Il=1,m=0,()l=1m==x1,(d) =2 m =0, (e) |l =2,
my = £1 und (f) [ =2, m; = £2 aufgetragen.

{a)

{d)

Abb. 11.3: 3D-Plots: Fiir jede Werte der Winkel ¥ und ¢ wird das
entsprechende Betragsquadrat der Kugelfunktionen |V, @, )|
fiir die Quantenzahlen (a) [ =0, m; =0, (b) Il =1, m; =0, (¢)
l=1,m =21, d) =2 m =0, (e) I =2 m = =£1 und (f)
[ =2, m; = +2 aufgetragen.

wobei der Vergleich mit (11.25) die linke Seite als [(I + 1) identifiziert. Damit
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ergibt sich das folgende Resultat

LY, (9, 0) = F2L(L+ 1)Yim, (0, ), bzw. (11.41)
L2u(r, 9, ¢) = B2 + Du(r, 9, ¢). (11.42)

D.h. die Kugelfunktionen Y} ,,,, (¢, ¢) und damit die Wellenfunktionen u(r, ¥, ¢)

sind Eigenfunktionen des Quadrats des Bahndrehimpulsoperators L2 zum Ei-
genwert A21(I+1). Demzufolge charakterisiert die Quantenzahl | die Eigenwerte

von L? und bestimmt damit die Werte, die der Erwartungswert der Observablen
L2 annehmen kann. [ wird Bahndrehimpulsquantenzahl genannt. Zusammenfas-
send konnen wir fiir den Bahndrehimpuls eines Teilchen im kugelsymmetrischen
Potential feststellen:

- Der Erwartungswert des Quadrats des Bahndrehimpulses (E2> eines Teil-
chens, das sich in einem kugelsymmetrischen Potential bewegt, kann nur
die diskreten Eigenwerte #21(I+1) mit € IN annehmen. Die entsprechende
FEigenwertgleichung lautet

~

L2u(r, 9, ) = B2 + Du(r, 9, o). (11.43)

- Der Erwartungswert der z-Komponente des Bahndrehimpulses (L,) eines
Teilchens, das sich in einem kugelsymmetrischen Potential bewegt, kann
nur die diskreten Eigenwerte fim; mit m; € Z und |m;| < [ annehmen. Die
entsprechende Eigenwertgleichung lautet

A

L,u(r,9,¢) = hmyu(r, 9, ), (11.44)

- Die Wellenfunktionen wu(r, 9, ¢) sind gleichzeitig Eigenfunktionen der drei
Operatoren H, L2 und L,.

Richtungsquantisierung des Bahndrehimpulses

Nach den vorangegangenen Ausfiithrungen sind durch die Bahndrehimpulsquan-
tenzahl [ und die magnetische Quantenzahl m; die Erwartungswerte der Obser-
vablen L2 und L, bestimmt. Befindet sich das System in einem Eigenzustand,
dann gilt

(L) = RA(L+ 1), (11.45)
(L,) = hmy. (11.46)

Die erste Gleichung bestimmt den Betrag des Bahndrehimpulsvektors |E| Es
gilt

L] = ,/<E2> = m/I(1 + 1). (11.47)
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Abb. 11.4, in der die moglichen Bahndrehimpulsvektoren fiir die Bahndrehim-
pulsquantenzahlen ! = 1 und ! = 2 gezeichnet sind, bestatigt die Bedingung
|my| < L. Insbesondere kann der Vektor L aufgrund der Bedingungen (11.47)
und (11.46) nie entlang der z-Achse zeigen. Dies ist im Einklang damit, dass
nur eine einzige Komponente, die z-Komponente?, des Bahndrehimpulses scharf
sein kann. Entlang der beiden dazu orthogonalen Raumrichtungen, x und y, ist
der Bahndrehimpuls unscharf. In anderen Worten ausgedriickt, bedeutet das,
dass wenn \E| und L, festgelegt sind, dann sind L, und L, unbestimmbar.

Wir illustrieren diesen Sachverhalt graphisch (siehe Abb. 11.5): Der Vektor L
kommt auf einer Kugel zu liegen, deren Radius durch die Bahndrehimpulsquan-
tenzahl [ festgelegt ist (Radius = hy/I(l + 1)). Die magnetische Quantenzahl m,
bestimmt die z-Komponente des Bahndrehimpulses zu L, = Am; und beschrankt
dadurch den Aufenthaltsort des Vektors L auf eine Kegelfliche innerhalb dieser
Kugel. Jedoch weiss man nicht, wo innerhalb der Kegelfliche der Vektor L zu
liegen kommt.

11.2.3 Losung fiir die radiale Funktion

Zur Bestimmung der radialen Funktion R(r) gehen wir von der Differentialglei-
chung (11.26) aus, d.h. der Gleichung

10 <r28R(r)> N 2m <e2 o P14+ 1)

r2or 12 \dregr 2mr?

o ) R(r)=0.  (11.48)

In dieser Gleichung tritt der Energiewert F, sowie der Elektron-Kern-Abstand
r auf. Deshalb werden die Losungen Auskunft iiber die Energie des Atoms und
dessen Grosse geben. Wir gehen dabei von gebundenen Zusténden, d.h. £ < 0,
aus.

Wir beginnen mit der Bestimmung der Funktion R(r) indem wir in der
Gleichung (11.48) R(r) = P(r)/r setzen. Damit ergibt sich fiir die Funktion
P(r) die Differentialgleichung

0?P(r)  2m < e? £ P21+ 1)

ozt T ) P(r) =0. (11.49)

4degr 2mr?

Als nachstes betrachten wir die beiden Grenzfalle » — 0 und r — oo:

Abb. 11.4: Richtungsquantisierung des
Bahndrehimpulses: Fiir die Bahndre-
himpulsquantenzahlen (a) I = 1 und
(b) I = 2 sind jeweils die moglichen
Bahndrehimpulsvektoren im Bezug zur
z-Achse eingezeichnet.

4Es ist in der Quantenmechanik iiblich, diese Achse, lings der die Komponente des Bahndre-
himpulses bestimmt ist bzw. gemessen wird, als z-Achse zu bezeichnen (siehe Abschnitt 9.5.3).
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Abb. 11.5: Richtungsquantisierung des
Bahndrehimpulses illustriert flir die
Bahndrehimpulsquantenzahl | = 2.
Durch die magnetische Quantenzahl m;
wird eine der 5 moglichen Kegelflachen
(m; = 0, £1, +2) festgelegt, in der
der Bahndrehimpulsvektor L zu liegen
kommt.

a) Fir r — 0 reduziert sich die Differentialgleichung (11.49) auf die Form

2p(r
881;2 ) _ l(l:; 1)P(7“) -0 (11.50)

mit der allgemeinen Losung

P(r) = Ar'tt 4 BrL, (11.51)

Aus der Randbedingung P(0) = 0 folgt B = 0 und damit P(r) = Artt!
fiir r — 0.

b) Fiir r — oo reduziert sich die Differentialgleichung (11.49) auf die Form
0*P(r) 2mE
or? h?
mit der allgemeinen Losung
P(r) = Ce ™ + De* mit k = \/2m(—E)/h. (11.53)

Da die Funktion P(r) normierbar sein muss, ist D = 0 und folglich P(r) =
Ce " fiir r — oo.

P(r)=0 (11.52)

Wir setzen unsere Rechnung fort indem wir die Variable r in (11.49) durch
r = z/k ersetzen. Gleichzeitig fithren wir die Konstante xg = —e?k/(4meoE)
ein. Es ergibt sich

0x2 2

<82_ +1) +Z°—1) P(z) = 0. (11.54)

Wir wihlen nun fiir P(z) unter Beriicksichtigung des Verhaltens fiir 7 — 0 und
r — 0o den folgenden Ansatz

P(z) = 2 le72Q(x). (11.55)
Einsetzen in (11.54) ergibt
ok 0
x aci(;) +2(l—|—1—x)c§:(f)+ (x0 —2(1+1))Q(x) = 0. (11.56)
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Fiir Q(x) wihlen wir einen Potenzreihenansatz

Q(z) =) A’ (11.57)
s=0
Damit erhalten wir aus (11.56)
ZAS [s(s = 1)a" ' +2(1+ 1)sz* " — 2s2° + (zg — 2(1 + 1))2°] = 0. (11.58)
s=0
Damit die Summe verschwindet, miissen die Koeffizienten jeder Potenz ver-
schwinden. Daher erhalten wir die folgende Bedingung
[(s+Ds+2(l+1)(s+1)] A1+ [-2s+x0—2(l+1)]4s=0.  (11.59)

Damit ergibt sich zwischen den Koeffizienten die folgende Rekursionsrelation

2(s+1+1) —x9
(s+1)(s+20+2)

Fiir hohe Potenzen, d.h. fiir s — oo ergibt sich somit das folgende Verhalten
Agr1 2

Agpr = A,. (11.60)

— = 11.61
A s (11.61)
Wir vergleichen dieses Verhalten der Potenzreihe Q(x) mit der Reihe
X > 1 S
X = Zg(zx) . (11.62)
s=0

In diesem Fall ergibt sich fiir nachfolgende Koeffizienten das folgende Grenzver-
halten

25T /(s +1)! 2 2
S

I =531 — — (s = 00). (11.63)

D.h. die Reihe Q(z) wiirde wie €2* = e2*" divergieren fiir 7 — oo, wenn sie nicht
abbricht. Demzufolge wiirde P(z) wie e* = e*" divergieren fiir r — oo und R(r)
wére nicht normierbar und daher physikalisch nicht sinnvoll. Demzufolge muss
die Reihe abbrechen. Nennen wir die hochste in der Reihe auftretende Potenz

N, so ergibt sich die Abbruchbedingung Ax11 = Ayio = ... = 0 und damit
xo=2(N +1+1) mit N € Ny. (11.64)
Die Zahl N wird radiale Quantenzahl genannt. Mit oy = — 4§sz und k£ =

\/2m(—FE)/h ergeben sich damit die folgenden diskreten Energiewerte

me* 1

E=- . 11.65
32m2e3h? (N 4+ 1+ 1)2 ( )

Mit der Rydberg-Energie Ep = me*/(32n%€3h?) = 13.6 ¢V und der Haupt-
quantenzahl n = N 4+ [ 4+ 1 ergibt sich daraus fiir die Energiewerte E, des
Wasserstoffatoms (siche Tab. 11.3)
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1
E,=—Ep— mitn €. (11.66)
n

Dieses Ergebnis ist identisch zu dem des Bohrschen Atommodells. Damit hangen
die Energiewerte E, nur von der Hauptquantenzahl n ab. Bei festem n kann die
Bahndrehimpulsquantenzahl [ die Werte 0, 1, 2, ..., n — 1 annehmen. Da zu
jedem [ fiir die magnetische Quantenzahl m; 2] + 1 verschiedene Werte moglich
sind, ergibt sich damit der folgende Grad der Entartung des Energiewerts E,

= n(n —1)
> @+1) ZQT—I—TL:TLQ, (11.67)
=0

d.h. es existieren jeweils n? verschiedene Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms,
charakterisiert durch die Quantenzahlen n, [ und m;, mit derselben Energie E,,.

Die zu den Energiewerten E,, zugehorigen Funktionen Q(x) und damit die
Funktionen P(z) und daraus schlussendlich die radiale Funktion R(r) konnten
mit Hilfe der Rekursionsrelation (11.60) bestimmt werden. Wir wéhlen hier je-
doch einen anderen Weg: Wir schreiben die Gleichung (11.56) in eine Form,
welche mit einer aus der Mathematik bekannten Differentialgleichung iiberein-
stimmt und iibernehmen die entsprechenden Loésungen. Die bekannte Gleichung

n [ my FE, Entartung
1 0 (s) 0 Eq 1-fach
2 0 (s) 0 Es 4-fach
1 (p) _1a 07 1
3 0 (s) 0 Es 9-fach
1 (p) _]-7 07 1
2 (d) -2,-1,0,1,2
4 0 (s) 0 E, 16-fach
1 (p) _]-7 07 1
2 (d) -2,-1,0,1,2
3 (f) _37 _27_170717273

n 0,1,2,...n—1 —1,...,—1,0,1,...,1 E, n?fach

Tab. 11.3: Ubersicht iiber die Energiewerte FE, und den entspre-
chenden Quantenzahlen n, [ und m; des Wasserstoffatoms. Dabei
haben wir die Werte, die die Bahndrehimpulsquantenzahl [ anneh-
men kann, wie in der Literatur iiblich, mit Buchstaben bezeichnet.
Die Herkunft dieser Bezeichnungen ist historisch bedingt. Sie erga-
ben sich aus der Spektroskopie: s (I = 0) steht fiir sharp, p (I =1)
fir principal, d (I = 2) fur diffuse und f (I = 3) fiir fundamental.
Anschliessend werden die Bezeichnungen alphabetisch fortgesetzt:
g fir I =5, h fir [ =6, usw..
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ergibt sich aus (11.56) durch die Substitution y = 2z, der Definition xg = 2n
und der Multiplikation mit 1/2 zu

9*Q(y) 0Q(y)
Y Oy? Oy

+(204+1)+1—y) +((n+1)—(21+1)Q(y) =0. (11.68)

Diese Gleichung entspricht mit s = 2141 und » = n+1{ der Differentialgleichung
der zugeordneten Laguerre-Polynomen Li(y) (siche Anhang 1.5)

0*L3(y) IL;(y) sioy
a2 +(s+1-y) By + (r—s)Li(y) = 0. (11.69)
D.h. es gilt
Qy) = ALZH (y), (11.70)

wobei A eine Normierungskonstante darstellt. Wir bestimmen nun ausgehend
von (11.70) schrittweise die normierte radiale Funktion R(r):

1. Mit y = 2z ergibt sich aus (11.70) fiir Q(x)

Q(z) = ALZ 1! (2x). (11.71)

2. Einsetzen in (11.55) liefert fiir P(x)

P(SC) = Q;H_le_zQ(x) = Ail?l—"_le_wLil_tll (QIE) (1172)

3. Mit o = kr erhalten wir fiir P(r) den Ausdruck

P(r) = A(kr)te P L2 (2kr). (11.73)

4. Somit ergibt sich fiir die radiale Funktion R(r)

_PO) g ot o, (11.74)

r r n+l

R(r)

5. Der letzte Schritt beinhaltet die Bestimmung der Konstanten A und damit
die Normierung der radialen Wellenfunktion R(r). Wir setzten dazu die
Wahrscheinlichkeit, dass das Wasserstoffatom und damit die Bahn des
Elektrons einen Radius zwischen 0 und oo besitzt gleich 1

1 :/ R(r)*r?dr
0
22 [ 22—k (2041 2
= ; (kr)“T=e (Ln+l (2kr)> dr

(z=kr) A2 [ o 2
— k/o (x)QHQe 2 (Lilﬁl(ln)) dx

. A2 1 242 oo _ 2
(y=2 >% <2> /O @D+~ (Lgll:ll(y)) dy (11.75)
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Auf diese radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit werden wir anschliessend
bei der Auflistung der Eigenschaften der radialen Funktionen genauer ein-
gehen. Die zugeordneten Laguerre-Polynome L#(y) erfiillen die Normie-
rungsbedingung (siehe Gl. (1.60))

[e'e] r— S r. 3
[Tt @wra =TI
womit folgt
A2 (1IN\NHT2 2n((n+1)1)3

Daraus ergibt sich fiir die Konstante A

2k (n - 1)\
A_—< o T I > . (11.78)

Einsetzen in (11.74) liefert fiir die radiale Funktion R, ;(r)

n—ut— : 3\ 1/2
Rpy(r) =— (( 2n(l(n i);)(?)/;) ) (2kr)te L2 (2kr),  (11.79)

wobei wir die Quantenzahlen n und [ als Indizes eingefiihrt haben. Fiir &k
erhalten wir mit (11.66)

2m(—E,) me? 1
k= = = — 11.
h dmegh?n  agn (11.80)
mit
Amegh?
= 11.81
a0 me? (11.81)

dem Bohrschen Radius. Einsetzen in (11.79) liefert als Schlussresultat fiir
die radiale Funktion R, ;(r) (sieche Tab. 11.4 und Abb. 11.6)

Fas) =~ (gamr o) : (i)/ (2—) e/ L2441 (21 fna)
(11.82)

Eigenschaften der radialen Funktionen

Die radialen Funktionen R, ;(r) haben die folgenden Eigenschaften:

- Der Faktor e *" bewirkt, dass die Funktionen R, ;(r) bei r — oo ver-
schwinden.
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30 Ryolr)= 2. (10); (27— B 4 222 o
1 R =22 (5) & (6- &)/

1
2 Rza(r)= 8?% (%)3/2 (%)2 o—7/3a0

Tab. 11.4: Ubersicht iiber die radialen Funktionen R, (r) fiir die
Quantenzahlen n = 1, 2, 3.

- Alle Funktionen R, ;(r) fiir [ > 1 besitzen am Ursprung (r = 0) eine
Nullstelle.

- Die Funktionen R, ;(r) besitzen N = n — [ — 1 Nullstellen, die Knoten-
punkten in der Aufenthaltswahrscheinlichkeit entsprechen.

- Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ty m, (r,ﬁ,cp)|2dV das Elektron im
Volumenelement dV' am Ort (7,9, ¢) anzutreffen ist gegeben durch

|ttty (75 0, 0)[2 AV = | Ry 1 (r) 2 [ Yy (0, 0)|* dip sin ddidr?dr.  (11.83)

Die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit ergibt sich durch Integration
iiber ¥ und . Sie ist die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Intervall
dr in einem Abstand 7 vom Ursprung (Kern) zu finden. Da die Funktio-
nen Y, (9, ¢) normiert sind, ist sie gegeben durch \Rnyl(r)|2 r2dr.

- Die radialen Funktionen R, ;(r) gelten nur fiir Potentiale V(1) o< —1/r.
Die Funktionen Yj ,, (¥, ¢) gelten hingegen fiir beliebige kugelsymmetri-
sche Potentiale V' (r).

- Fiir Einelektronenatome mit Kernladung Ze ergeben sich die Energiewerte
E, zu

22
E,=—Ep"5. (11.84)
11.2.4 Portrits einiger Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms

Wir gehen nun kurz auf die Eigenschaften der s-, p- und d-Funktionen ein (siche
Tab. 11.5).

a) Die s-Funktionen

Die s-Funktionen sind definiert durch die Bedingung [ = 0 und damit
auch m; = 0. Die entsprechende Kugelfunktion Yj o(¥, ¢) ist konstant und
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() (b) (@]
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r [ap] r [ap] r [ap]
(G F— Y FE— U R—
_ 05; 1 _ o5 1 _ o5 1
< 04 & 04F & 0.4f 1
T 03 S 03] T 03] ]
o 02 & 02 | £ 02 1
0.1} ] 0.1F ] 01 e~
0.0 T 0.0 AL : 0.0 .S
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
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Abb. 11.6: Die radialen Funktionen R, ;(r) fiir die Quantenzah-
len (a) n = 1,1 =0, (b) n = 2,1 = 0 (schwarz) und n = 2,
I = £1 (grau), (¢) n = 3, ] = 0 (schwarz) und n = 3, | = +1
(grau) und n = 3, [ = £2 (schwarz gestrichelt), sowie die entspre-
chenden radialen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten |R,, ;(r)|* r2dr
fiir die Quantenzahlen (d) n=1,1=0, () n =2, [ = 0 (schwarz)
und n = 2, I = £1 (grau), (f) n = 3,1 = 0 (schwarz) und n = 3,
I = +1 (grau) und n = 3, | = +2 (schwarz gestrichelt).

dementsprechend sind die s-Funktionen kugelsymmetrisch. Weitere Eigen-
schaften der s-Funktionen sind zudem, dass der Betrag des Bahndrehim-
pulses verschwindet, sie als einzige am Ort des Kerns nicht verschwinden
und dass zu jedem Wert von n nur eine einzige s-Funktion gehort.

b) Die p-Funktionen

Die p-Funktionen sind definiert durch die Bedingung [ = 1. Dann muss
n > 2 sein oder in anderen Worten, es existieren keine 1p-Funktionen
(Eigenfunktionen mit [ = 1 fiir n = 1). Die magnetische Quantenzahl
kann entsprechend die drei Werte m; = 0, £1 annehmen, d.h. zu jedem
Wert von n gehoren drei p-Funktionen.

c) Die d-Funktionen

Die d-Funktionen sind definiert durch die Bedingung 1=2. Dann muss n >
3 sein oder in anderen Worten, es existieren keine 1d und 2d-Funktionen
(Eigenfunktionen mit [ = 2 fiir n = 1 und n = 2). Die magnetische
Quantenzahl kann entsprechend die fiinf Werte m; = 0, &1, +2 annehmen,
d.h. zu jedem Wert von n gehoéren fiinf d-Funktionen.
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n L my Un,I,m, (T‘, v, 90)
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ag
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3/2
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ag

3/2 )
(i) / T e=T/2a0 gip Jetie

ag

3 0 0 2 (i)m (27 - 180 4 250 /a0

81371 \ @0 / ag
V3 (13?2 3
1 0 Sive (%) %(6—%)6 /30 cos 1)
3/2 .
+1 811/77 (%) aLo (6 — a%) e~ /300 gin YeFi®
9 0 1 1 3/2 r 2 —7r/3ao0 3 219 1
816 <7> (%) € (3cos®9 —1)
3

2 2 5 ‘ i
<£> e~ 7/380 cos 9 sin YT

0
1 1
£1 gz (o)

3/2 2 .
+2 1621ﬁ (%) (%) e~ T/3a0 gin2 Yet2ie

Tab. 11.5: Die Eigenfunktionen uy i m, (1,9, ¢) des Wasserstoffa-
toms fiir die Hauptquantenzahlen n = 1, 2, 3.

11.3 Zusammenfassung - Gesamtlosung

- Das Verstidndnis des Wasserstoffatoms ist eine der Grundlagen zum Ver-
stéandnis aller Atome und zudem eine der schonsten Illustrationen der
Quantenmechanik. Die rein quantenmechanische Betrachtung des Wasser-
stoffatoms ausgehend von der Schrodinger-Gleichung liefert die Antworten
auf die mit dem Bohrschen-Atommodell unerklarten Aspekte.

- Das Wasserstoffatom besteht aus einem Kern (Proton) mit der Masse M
und der Ladung +e und aus einem Elektron der Masse m und der Ladung
—e.

- Unserem Modell liegen im Wesentlichen folgende Annahmen zugrunde:
Das Elektron wird als nicht-relativistisches Teilchen betrachtet, der Spin
des Elektrons und des Protons und das damit verbundene magnetische
Moment wird vernachléssigt, Vakuumfluktuationen werden nicht bertick-
sichtigt, die Wechselwirkung zwischen Elektron und Proton ist durch die
Coulomb-Wechselwirkung gegeben und das Proton befindet sich aufgrund
der viel grosseren Masse im Vergleich zum Elektron in Ruhe.

- Unter diesen Annahmen ergeben sich fiir das Wasserstoffatom die folgen-
den Resultate:

- Die Schrédinger-Gleichung des Wasserstoffatoms ist gegeben durch

Hutg.ny (7,9, ) = Enttin .m, (1,9, ), (11.85)
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Kapitel 12

Der Zeeman-Effekt

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem Einfluss eines externen Magnetfelds
auf das Spektrum eines Atoms. Wir werden sehen, dass infolge dieser Beeinflus-
sung die Entartung der Energieniveaus teilweise aufgehoben wird und als Folge
davon die einzelnen Spektrallinien in mehrere Linien aufgespaltet werden. Die-
ser Effekt wird nach seinem Entdecker Pieter Zeeman Zeeman-FEffekt genannt.
1902 erhielt er fiir diese Entdeckung gemeinsam mit Hendrik Antoon Lorentz
den Nobelpreis in Physik.

Wir beginnen mit ein paar historischen Bemerkungen zur Entdeckung des
Zeeman-FEffekts. Anschliessend beschrianken wir uns auf das Wasserstoffatom
und betrachten ein semiklassisches Modell zur Beschreibung des Effekts, gefolgt
von einer quantenmechanischen Behandlung. Am Ende des Kapitels steht die
Zusammenfassung der Resultate und die Betrachtung des Zeeman-Effekts fiir
das Spektrum des Wasserstoffatoms.

12.1 Historische Bemerkungen

Im Jahr 1862, also 25 Jahre vor der Entdeckung des Elektrons, untersuchte Mi-
chael Faraday in einem Experiment! die folgende Frage: Welchen Einfluss hat
ein dusseres Magnetfeld auf das Linienspektrum, das von Gasflammen, die durch
Alkali- und andere Salze gefirbt werden, emittiert wird? Das Auflésungsvermo-
gen seines einfachen Prismenspektroskops geniigte jedoch nicht, um einen Effekt
zu finden.

Erst 1896 wurde das Experiment von Faraday von Zeeman wieder aufge-
griffen. Mit seiner Messapparatur konnte er eine Verbreiterung der Spektralli-
nien nachweisen, die er folgendermassen deutete: Durch das dussere Magnetfeld
kommt es zur Aufspaltung der einzelnen Linien in mehrere. Er war zudem in
der Lage die Grossenordnung dieser Aufspaltung anzugeben.

Im selben Jahr? gab Lorentz eine Interpretation der Zeeman Aufspaltung. Er

1Es sei bemerkt, dass das Faradays letztes Experiment war, welches er durchfiihrte. Er litt
zum Ende seines Lebens infolge schlechter Durchblutung des Gehirn an schwerem Gedécht-
nisschwund. Er starb daran 1867.

2Es ist zu bemerken, dass im Jahr 1896 das Elektron noch nicht als Bestandteil des Atoms
erkannt wurde und die Entdeckung des Wirkungsquantums h durch Planck noch nicht statt-
gefunden hat.
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nahm an, dass in Atomen Teilchen der Ladung ¢ und der Masse my sich auf einer
Kreisbahn mit einem bestimmten Radius rg bewegen. Die Zentripetalbeschleu-
nigung az = row? soll durch eine Zentripetalkraft Fy (unbekannten Ursprungs)
erzeugt werden. Befindet sich nun dieses Atom in einem homogenen Magnetfeld
B , welches senkrecht zur Bahnrichtung der Ladung g gerichtet ist, so wirkt auf
diese die Lorentz-Kraft Fj, in radialer Richtung nach aussen oder nach innen
abhangig vom Umlaufsinn des Teilchens. Damit dieses auf seiner Bahn bleibt,
muss im ersten Fall die Winkelgeschwindigkeit w verkleinert, im zweiten Fall
vergrossert werden. Der Betrag der Lorentz-Kraft FY, ist dabei gegeben durch

Fi, = |q(% x B)| = quB = qrwB. (12.1)

Es sei nun w die Winkelgeschwindigkeit ohne Magnetfeld und w4+ dw die Winkel-
geschwindigkeit mit Magnetfeld. Die durch das Magnetfeld bewirkte Anderung
dw der Winkelgeschwindigkeit ergibt sich durch Gleichsetzen des Betrags ]ﬁL]
der Lorentz-Kraft mit der Anderung der Zentripetalkraft §Fy, wobei dFy in
erster Naherung gegeben ist durch

OF;
§Fy, ~ —25w = 2morwiw. (12.2)
Ow
Gleichsetzen mit (12.1) liefert
2morwiw ~ qrwB, (12.3)

woraus wir fiir die durch das Magnetfeld bewirkte Anderung éw der Winkelge-
schwindigkeit das folgende Resultat erhalten
bw ~ I8 (12.4)
ng
Wie wir in den folgenden Abschnitten sehen werden, stimmt dieses Resultat mit
dem semiklassischen Modell (siehe Abschnitt 12.2) und auch der rein quanten-
mechanischen Herleitung (siche Abschnitt 12.3) iiberein.

Diese Interpretation des Zeeman-Effekts von Lorentz steht im engen Zu-
sammenhang mit der Entdeckung, dass das Elektron ein Bestandteil des Atoms
ist: Joseph John Thomson bestimmte 1897 aus der Ablenkung eines Elektro-
nenstrahls im elektrischen und magnetischen Feld das Verhéltnis von Ladung
zu Masse. Er verglich sein Ergebnis mit dem Verhéltnis ¢/mg, das sich mit
Hilfe der Interpretation von Lorentz aus der experimentellen Abschétzung der
Zeeman-Aufspaltung dw ergab und fand innerhalb der damals recht grossen Feh-
lerschranken Ubereinstimmung. Seit jener Zeit weiss man, dass das Elektron ein
Bestandteil des Atoms ist.

12.2 Semiklassisches Modell

Wie in der Einleitung des Kapitels erwdhnt, beschranken wir uns im Folgen-
den auf die Behandlung des Wasserstoffatoms. Wir beginnen mit einer semi-
klassischen Behandlung. Dabei gehen wir vom Bohrschen Atommodell (siehe
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Kapitel 8) aus, indem wir annehmen, dass sich im Wasserstoffatom das negativ
geladene Elektron auf einer Kreisbahn um den positiv geladenen Kern bewegt
(siehe Abb. 12.1). Durch dieses kreisende Elektron wird ein Kreisstrom I er-
zeugt, welcher ein magnetisches Moment i antiparallel zur Flachennormalen 77
hervorruft

ji = IAR, (12.5)

wobei A die von der Kreisbahn eingeschlossene Flache bezeichnet. Der Strom [
lasst sich durch die Elektronenladung —e und die Umlauffrequenz v ausdriicken
und die Flache A durch den Bahnradius r. Es ergibt sich

2

i =1TAn = —evnr. (12.6)

Wir vergleichen diesen Ausdruck fiir das magnetische Moment i mit dem Bahn-
drehimpuls L des Elektrons

L = mort = 2mmur?i (12.7)
und erhalten
e -
i=——L. 12.8
A= (12.8)

Das Verhéltnis von magnetischem Moment (i zu Bahndrehimpuls L wird gyro-
magnetisches Verhdltnis genannt und mit v bezeichnet
I e
== =—. 12.9
. (12.9)
Das néchste Ziel ist die potentielle Energie V' des Elektrons in einem homogenen
externen Magnetfeld B zu bestimmen. Sie ist gegeben durch

V = —fiB = —puBcos 9, (12.10)

wobei 1 den Winkel zwischen magnetischem Moment ji und Magnetfeld B be-
zeichnet. Demzufolge erreicht die potentielle Energie V' ihr Minimum fiir ¢ = 0,
d.h. wenn [ parallel zu B ausgerichtet ist und ihr Maximum fiir ¥ = 7, d.h. wenn

Kern (Proton) L

Abb. 12.1: Semiklassisches Modell des
e Zeeman-Effekts. Skizze eines Wasserstof-

fatoms: Ein Elektron umkreist den Kern

auf einer Kreisbahn und ruft ein magneti-
M sches Moment [ hervor.
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it antiparallel zu B ausgerichtet ist. Mit (12.8) erhalten wir fiir die potentielle

—

Energie V' des Elektrons mit Bahndrehimpuls L
e
V = —LBcos?. 12.11
5y LB cos ( )

Quantenmechanisch (siche Abschnitt 11.2) ist die z-Komponente L, des Bahn-
drehimpulses L gegeben durch

L, = Lcos?Y = myh, (12.12)

wobei die magnetische Quantenzahl m; nur die diskreten Werte 0, +1, +2, ...
annehmen kann. Somit ergibt sich fiir die potentielle Energie Vnsflmi des magne-
tischen Moments des Elektrons im Wasserstoffatom

. h
ysemi — ml;—mB — myugB, (12.13)

wobei ug = eh/(2m) = 5.79 - 107° eV /T das Bohr-Magneton bezeichnet, wir
den Index m; eingefiihrt haben und der obere Index semi andeuten soll, dass
unsere Herleitung semiklassisch erfolgte. V;’flmi wird Zeeman-Energie genannt.
Damit ergibt sich fiir die Energiewerte E;°0 des Wasserstoffatoms (siehe Ab-

schnitt 11.2.3) im homogenen externen Magnetfeld B die folgende Korrektur
B = B, 4 Ve = —n—§ +myusB = —n—g‘ + myhwr, (12.14)

wobei wy, = eB/(2m) die Larmor-Frequenz bezeichnet und wir fiir die Energie-
werte den zusétzlichen Index m; eingefiihrt haben. Das bedeutet, dass durch ein
homogenes externes Magnetfeld B die durch die magnetische Quantenzahl m;
bewirkte (21 + 1)-fache Entartung der Energiewerte E,, aufgehoben wird (siehe
Abb. 12.2). Die s-Niveaus (I = 0, m; = 0) werden durch das Magnetfeld nicht
beeinflusst. Die p-Niveaus (I = 1, m; = 0, £1) werden in drei und die d-Niveaus
(=2, m; =0, £1, £2) in fiinf Niveaus mit Abstand A = ugB aufgespaltet.

12.3 Quantenmechanische Betrachtung

Wir starten mit der allgemeinen Hamilton-Funktion H fiir ein Teilchen der
Ladung ¢ und der Masse m im Magnetfeld B (fiir eine Motivation verweisen wir

ohne B-Feld mit B-Feld
m, =2
m, =1
d m =0
m, = -1
m, = -2
m=1 Abb.12.2: Zeeman-Effekt: Aufspaltung
b m =0 der s-, p-, d-Energieniveaus des Wasser-

stoffatoms im homogenen externen Ma-
gnetfeld (Hinweis: Abbildung ist nicht
s m =0 massstabsgerecht).
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auf Anhang J)
1 2 Lo o
H=— (ﬁ— qA) mit B =V x A, (12.15)
m

wobei A das sogenannte Vektorpotential bezeichnet. Mit p’ = (h/i)V erhalten
wir fiir den entsprechenden Hamilton-Operator H den folgenden Ausdruck

. 1 /ho 2\ 2 B2 hg (=~ o 2 -
H=—(2V—gA) =AM (VA+AV) + L2 (121
2m<z‘V q) om=  2mi (v + v)+2m (12.16)

Wir verwenden nun (fiir die Fortsetzung des Buchs) die sogenannte Coulomb-
Eichung® VA = 0 und erhalten

~ h? i h q°
A=-"Aq! qu+—/T2 (12.17)
2m 2m
Wir kommen nun zum Spezialfall eines Elektrons (Ladung ¢ = —e) im ho-

mogenen Magnetfeld B. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wéhlen wir B
entlang der z-Achse, d.h. B = (0,0, B). Das entsprechende Vektorpotential A
kénnen wir schreiben als

1 1 z 0 yB
A=-3 (Fx B) == {v]*|0]]=-35-=5B] (12.18)
z B 0
da
1 yB 0
Vrxd=—3|Vx|-aB|]|=[0] =5 (12.19)
0 B

Einsetzen von (12.18) in (12.17) liefert fiir den Hamilton-Operator H eines Elek-
trons im homogenen Magnetfeld

2
2 yB 2 yB
Ly NSRS eSS IR VAN (R
2m 2m m
0 0
h2 eB h 0 0 e2B?
- _ A 9 _ 9 2, .2
2m " om 2m 1 (xay yaa:) * 8m (#"+ )
K2 eB i e2 B2
=g At L+ (2% +97), (12.20)

2m 8m
\,_/
(1) (2)

wobei wir im letzten Schritt beniitzt haben, dass L, = (#0/dy — yd/0z).

3Die Coulomb-Eichung ist eine mégliche Eichtransformation. Allgemein resultiert aus einer

solchen Transformation des Hamilton-Operators und damit der Schrédinger-Gleichung ein
zusétzlicher orts- und zeitabhéngiger Phasenfaktor der Wellenfunktion. Das Betragsquadrat
der Wellenfunktion, d.h. die physikalisch bedeutungsvolle Wahrscheinlichkeitsdichte, bleibt
jedoch unveréandert.
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Wir vergleichen die Grossenordnungen der Terme (1) und (2) des Hamilton-
Operators H von Elektronen in Atomen. Wir beniitzen dazu, dass B = |B| ~ 1
T,(L,) ~h~10"3*Js,e ~ 107 C, m ~ 1073 kg, 2,y ~ 1072 m und erhalten

A e’ B?
—(L,)| ~10° W( 2+ 7). (12.21)

Demzufolge kénnen wir Term (2) gegeniiber Term (1) fiir ein Elektron in Ato-
men unter dem Einfluss eines homogenen externen Magnetfelds vernachléssigen.
Damit lautet der Hamilton-Operator H fiir das Wasserstoffatom im homogenen
externen Magnetfeld

h? e?

. B.
H=H+ 0, mit Hy= — A — .
2m 2m 4megr

(12.22)
Nach Abschnitt 11.3 sind die Wellenfunktionen wy, ; , (r,9,¢) sowohl Eigen-

funktionen des Hamilton-Operators Hpy mit den Eigenwerten E,, = —Eg/n? als
auch des Operators L, mit den Eigenwerten hmy;. Deshalb gilt

N N eB .
Hun,l,ml (T‘, 19, 90) = <HO + 2TTlLZ> un,l,ml (T7 07 QD)

E eB
- <_7’L12{ + 27’)’Lhml> unvlvml (T’ 197 SO)
Egr
=\ o2 thwnmu | tngm, (r, 9, 9). (12.23)
:En,ml

Folglich sind die Energiewerte £, ,,, des Wasserstoffatoms im homogenen exter-
nen Magnetfeld gegeben durch

E
Engmy = ——2 + hwpm. (12.24)

n2
Dieses Resultat stimmt mit dem semiklassischen Resultat (12.14) iiberein.

12.4 Das Spektrum des Wasserstoffatoms im Magnet-
feld (Auswahlregeln)

Wir betrachten nun den Effekt eines homogenen externen Magnetfelds auf das
Spektrum des Wasserstoffatoms. Die semiklassische Behandlung (siehe Abschnitt
12.2) und die quantenmechanische Behandlung (siehe Abschnitt 12.3) haben
gezeigt, dass die Existenz eines homogenen externen Magnetfelds die Aufspal-
tung der Energieniveaus des Wasserstoffatoms zur Folge hat. Diese Aufspaltung
der Energieniveaus fiihrt zu zusitzlichen Ubergingen und damit zu zusitzli-
chen Spektrallinien im Spektrum des Wasserstoffatoms. Jedoch ist die Anzahl
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der Ubergéinge durch die sogenannten Auswahlregeln (sieche Abschnitt 15.3) be-
schrinkt. Diese geben Auskunft, ob ein Ubergang zwischen zwei Energieniveaus
unter Emission oder Absorption eines Photons moglich ist oder nicht. Beim
Wasserstoffatom lauten die Auswahlregeln:

Der Ubergang zwischen zwei Energieniveaus Ey 1 m, und En/’l/’m; des Wasser-
stoffatoms unter Emission oder Absorption eines Photons ist moéglich, falls die
Unterschiede der entsprechenden Quantenzahlen An =n —n/, Al =1 —1' und
Amy = my —mj die folgenden Bedingungen erfiillen

An beliebig, (12.25)
Al = +1, (12.26)
Amy = 0, +1. (12.27)

Da der Abstand A = ppB benachbarter Zeeman-Energieniveaus von den
Quantenzahlen n und [ unabhéngig ist, spalten sich die Frequenzen der erlaubten
Ubergéinge durch den Einfluss eines homogenen externen Magnetfelds in drei
Frequenzen auf (sieche Abb. 12.3). Diese drei Frequenzen werden Lorentzsches
Triplett genannt. Ist die Frequenz der Spektrallinie ohne Magnetfeld w, dann
sind die Frequenzen im Lorentzschen Triplett gegeben durch

. eB
w—wr, W, W+ wp, mit wy, = —, (12.28)

2m
wie Lorentz schon auf rein klassischem Weg herausfand (siehe Abschnitt 12.1).
Wenn das Lorentzsche Triplett auftritt, dann spricht man vom normalen

Zeeman-Effekt. Die Griinde flir diese Bezeichnung sind rein historisch. Es sei

(a) (b)

ohne B-Feld mit B-Feld

ohne B-Feld mit B-Feld m; =2
m, =1 m =1

p m=0 d m =0
m; = -1 m; = -1
T T m, = -2

Am, = +1 Am, = +1
Am;=0 Am, =0

m, =1

s m =0 P m =0
w w-w. W m = -1

w w-w, w

Abb. 12.3: Zeeman-Effekt: Illustration der Auswahlregeln im Ener-
giediagramm fiir das Wasserstoffatom fiir die Ubergéinge zwischen
(a) p- und s-Niveaus und (b) d- und p-Niveaus (Hinweis: Abbildung
ist nicht massstabsgerecht).
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an dieser Stelle bemerkt, dass der normale Zeeman-Effekt nur ein Spezialfall
des sogenannten anomalen Zeeman-Effekts ist, bei dem der Spin des Elektrons
(siehe Kapitel 13) mitberiicksichtigt wird. Beim Wasserstoffatom ist deshalb in
der Realitdt die Aufspaltung komplizierter und nicht alleine durch den Bahn-
drehimpuls erklarbar.

12.5 Zusammenfassung

- Unter dem Einfluss eines externen Magnetfelds wird die Entartung der
Energieniveaus eines Atoms teilweise aufgehoben. Als folge davon werden
die Spektrallinien im Spektrum eines Atoms in mehrere Linien aufgespal-
tet. Dieser Effekt wird nach seinem Entdecker Zeeman-Effekt genannt.

- Die erste Interpretation des Zeeman-Effekts lieferte Lorentz im Jahr 1896,
fiir die er zusammen mit Zeeman 1902 den Nobelpreis in Physik erhielt.
Sein Resultat steht im engen Zusammenhang mit der Entdeckung, dass
das Elektron ein Bestandteil des Atoms ist.

- Das semiklassische Modell, beruhend auf dem Bohrschen Atommodell, so-
wie die rein quantenmechanische Betrachtung ergeben fiir die Energiewerte
E, m, des Wasserstoffatoms im homogenen externen Magnetfeld

E
Enm, = —TTQR + hwrmy, (12.29)

wobei wy, = eB/(2m) die Larmor-Frequenz bezeichnet. Das bedeutet, dass
durch ein homogenes externes Magnetfeld B die durch die magnetische
Quantenzahl m; bewirkte (2] + 1)-fache Entartung der Energiewerte E,,
aufgehoben wird.

- Die Aufspaltung der Energieniveaus des Wasserstoffatoms im homoge-
nen externen Magnetfeld fiithrt zu zusétzlichen Ubergingen und damit zu
zusétzlichen Spektrallinien im Spektrum des Wasserstoffatoms. Die An-
zahl der Ubergiinge wird jedoch durch die sogenannten Auswahlregeln
beschriankt. Fiir das Wasserstoffatom lauten diese: An beliebig, Al = +1,
Amy = 0,£1. Der Abstand A = upB benachbarter Zeeman-Energieni-
veaus ist von den Quantenzahlen n und [ unabhéangig, weshalb sich die
Frequenzen der erlaubten Uberginge durch den Einfluss eines homogenen
externen Magnetfelds in drei Frequenzen aufspalten. Diese drei Frequenzen
werden Lorentzsches Triplett genannt.

- Der in diesem Kapitel behandelte Zeeman-Effekt wird normaler Zeeman-
Effekt genannt und ist ein Spezialfall, des anomalen Zeeman-Effekts, bei
dem der Spin des Elektrons mitberiicksichtigt wird.



Kapitel 13

Der Spin des Elektrons

Wie in Abschnitt 12.4 angedeutet, ist in der Realitit die Aufspaltung der Spek-
trallinien im homogenen externen Magnetfeld nicht alleine durch den normalen
Zeeman-Effekt erklarbar. Es sind Aufspaltungen in vier, sechs oder mehr Linien
beobachtbar, deren Abstand nicht durch den normalen Zeeman-Effekt erklért
werden konnen. Im Weiteren kann bereits ohne Anlegen eines externen Ma-
gnetfelds eine Aufspaltung diverser Spektrallinien in Doppellinien beobachtet
werden. Auf diese sogenannte Feinstruktur und dessen Erklarung gehen wir in
diesem und in den folgenden Kapiteln néher ein.

Wir befassen uns als erstes mit ein paar Experimenten, die auf das Auftre-
ten einer Feinstruktur in atomaren Spektren hinweisen und die zur Hypothese
des FElektronspins gefiihrt haben. Anschliessend betrachten wir die Einbindung
dieser neuen Grosse in den bisher kennengelernten Formalismus der Quantenme-
chanik und einer moglichen mathematischen Formulierung fiir den Elektronspin
mittels den sogenannten Pauli-Matrizen.

In Kapitel 14 widmen wir uns dann der Wechselwirkung zwischen dem Elek-
tronspin und dem Bahndrehimpuls des Elektrons, d.h. der sogenannten Spin-
Bahn-Kopplung und damit der Erklarung der im Experiment beobachteten Fein-
struktur. Im Weiteren befassen wir uns mit dem Einfluss eines externen Magnet-
felds auf das Spektrum eines Atoms unter Einbezug des Elektronspins, d.h. dem
sogenannten anomalen Zeeman-Effekt.

13.1 Experimentelle Beobachtungen

Eine experimentelle Beobachtung, die auf das Auftreten einer Feinstruktur in
atomaren Spektren hinweist, ist zum Beispiel die ohne externen Felder beob-
achtete Aufspaltung der ersten Linie der Balmer-Serie (n = 3 — n = 2) des
Wasserstoffatoms bei der Wellenldnge A = 656.3 nm in eine Doppellinie mit
Wellenldngenabstand AX = 0.14 nm.

Diese Aufspaltung wird auch bei der gelben Linie der Natrium-Dampflampe
beobachtet. Diese Linie entspricht dem Ubergang 3p — 3s und ist in der Spek-
troskopie unter dem Namen Natrium-D-Linie bekannt. Das Experiment zeigt,
dass sie aus zwei Linien besteht, D1 mit A = 589.6 nm und Dy mit A = 589.0
nm. Die Untersuchung der weiteren Uberginge np — 3s zeigt auch lauter Dop-
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pellinien, deren Abstand mit steigender Hauptquantenzahl n systematisch ab-
nimmt. Aus dieser Systematik kann man schliessen, dass es die p-Niveaus sind,
die aufgespalten sind und nicht das 3s-Niveau. Ganz allgemein findet man bei
wasserstoffiahnlichen Atomen, dass alle Niveaus, die Zustdnden mit [ # 0 ent-
sprechen in zwei Niveaus aufgespalten sind.

Die beim Wasserstoffatom und der Natrium-Dampflampe beobachtete Auf-
spaltung einzelner Spektrallinien in Doppellinien ist ein Anzeichen dafiir, dass
die drei Quantenzahlen n, [ und m;, die den drei Freiheitsgraden eines Masse-
punkts entsprechen, nicht zur Beschreibung des Zustands eines Elektrons genii-
gen. Es muss eine vierte Quantenzahl, die wir m, nennen, eingefiihrt werden. Die
Doppellinien deuten an, dass diese neue Quantenzahl mg zwei Werte annehmen
kann.

An dieser Stelle gerdt man in Versuchung zu vermuten, dass die neue Quan-
tenzahl damit zusammenhéngen konnte, dass man das Elektron bisher als Mas-
sepunkt und nicht als einen Korper endlicher Ausdehnung aufgefasst hat. Je-
doch wiirde dies zu drei weiteren Freiheitsgraden und damit drei zusétzlichen
Quantenzahlen fiihren. Die Begriindung der neuen Quantenzahl lieferten Samu-
el Abraham Goudsmit und George Eugene Uhlenbeck in einer von ihnen 1925
formulierten Hypothese:

Hypothese des Elektronspins

Das Elektron verhélt sich als ob es einen Eigendrehimpuls hétte, dessen z-
Komponente zwei diskrete Werte (charakterisiert durch die Quantenzahl my)
annehmen kann. Dieser Eigendrehimpuls wird Spin genannt und mit S bezeich-
net.

Bevor wir uns der Einbindung dieser neuen Grossen in den Formalismus der
Quantenmechanik zuwenden, befassen wir uns mit einem Experiment, das einen
weiteren Hinweis auf die Existenz des Elektronspins liefert.

13.1.1 Das Stern-Gerlach-Experiment

Otto Stern und Walther Gerlach fiihrten im Jahr 1922 Experimente mit Atom-
strahlen durch. Bei ihrem Experiment (siehe Abb. 13.1) erzeugten sie in ei-
ner hochevakuierten Apparatur einen Silber-Atomstrahl, indem sie aus einem
kleinen Ofen durch ein Blendensystem hindurch Silber-Dampf austreten lies-
sen. Dieser Atomstrahl wurde durch ein stark inhomogenes Magnetfeld (mit

Glasplatte

Atomstrahl

Ofen Abb. 13.1: Stern-Gerlach-Experiment:

Ein aus einem Ofen durch ein Blendensys-
tem austretender Silber-Atomstrahl wird
durch ein starkes inhomogenes Magnet-
feld geschickt und auf einer Glasplatte
Blende aufgefangen.
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B, > By, By) hindurchgeschickt und dann auf einer Glasplatte aufgefangen.
Dabei wirkt auf ein Atom die folgende Kraft

= =, - a-Bz —

Bei ausgeschaltetem Magnetfeld lauft der Strahl, wie zu erwarten ist, gera-
deaus und es entsteht ein Silberfleck auf der Glasplatte, welcher der Blendengeo-
metrie entspricht. Bei eingeschaltetem Magnetfeld wiirde man nach den bishe-
rigen Erlduterungen zum Zeeman-Effekt (sieche Kapitel 12) eine Aufspaltung in
eine ungerade Anzahl (genauer 2! + 1) von Strahlen und damit Flecken auf der
Glasplatte erwarten. Die von Stern und Gerlach in ihrem Experiment verwende-
ten Silberatome bestehen aus mehreren gefiillten Elektronenschalen und einem
Elektron, welches sich im 5s-Zustand (I = 0) befindet. Der Gesamtdrehimpuls
der Elektronen, der ,gefiillten Schalen, verschwindet. Demzufolge kénnen die-
se in unseren Betrachtungen vernachléssigt werden und wir kénnen uns alleine
auf das dusserste Elektron konzentrieren. Fiir dieses gilt | = 0 (5s-Zustand)
und demzufolge wiirde man keine Aufspaltung erwarten. Wéare das dusserste
Elektron angeregt und befindet sich in einem 5p-Zustand (I = 1), dann wiirde
man als Folge des Zeeman-Effekts eine Aufspaltung in drei Strahlen (Flecken)
erwarten.

Das Experiment zeigt jedoch eine Aufspaltung in zwei Strahlen (Flecken).
Folglich muss das Elektron einen inneren Bahndrehimpuls (Spin) besitzen, des-
sen z-Komponente zwei diskrete Werte annehmen kann.

13.2 Einbindung in den Formalismus der Quantenme-
chanik

Bevor wir uns mit der Einbindung des Elektronspins in den Formalismus der
Quantenmechanik befassen, versuchen wir eine klassische Motivation zu geben.
Die Idee ist, den Spin (Eigendrehimpuls) und das entsprechende magnetische
Moment durch die Rotation des Elektrons um eine feste Achse zu erkléren.
Schétzt man jedoch die Grosse des Elektrons mit 7. < 107 m ab, so miisste
die Rotationsfrequenz, die benétigt wird, um den beobachteten Bahndrehimpuls
und das magnetische Moment zu erkldren, so hoch sein, dass die Rotationsge-
schwindigkeit am Aquator des Elektrons die Lichtgeschwindigkeit iiberschreiten
wiirde. Folglich scheitert eine klassische Motivation und wir halten fest:

Es existiert keine klassische Erklarung fiir das Phanomen des Elektronspins.

Wir kommen zur quantenmechanischen Behandlung. Obwohl kein klassi-
sches Pendant existiert, entsprechen die Eigenschaften des Elektronspins S den
Eigenschaften des Bahndrehimpulses L des Elektrons. Die Einbindung in den
Formalismus der Quantenmechanik ergibt sich daher im Wesentlichen aus der
Analogie zum Bahndrehimpuls L. Jedoch wird sich zeigen, dass die Analogie
auch ihre Grenzen hat.
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1. Der Spinoperator und die Spinwellenfunktion

Der Bahndrehimpulsoperator L ist allgemein als Differentialoperator dar-
stellbar (siehe Abschnitt 9.3.2)

. y0/0z — z0/0y
L=-|20/0x—2x0/0z | . (13.2)
xd /0y — y0/0x

und wirkt auf die Wellenfunktion ¢ (z,y, z,t).

Im Gegensatz dazu ldsst sich der Spinoperator S nicht durch einen Diffe-
rentialoperator darstellen. Dem inneren Freiheitsgrad des Elektrons ent-
spricht nicht eine Raumkoordinate, sondern eine klassisch nicht deutbare
Spinvariable o. Jedoch gilt die Analogie insofern, dass wie zu den Orts-
koordinaten z, y, z die Ortswellenfunktion ¢ (z,y, z,t) gehort, der Spin-

variablen o eine Spinwellenfunktion x(o) entspricht. Der Spinoperator S
wirkt auf diese Spinfunktion.

. Kommutationsregeln

Die Heisenbergsche Unschérferelation steckt in den Kommutationsregeln.
Diese sind sozusagen eine physikalische Charakterisierung der Operatoren.
Entsprechend der Analogie zwischen Spin und Bahndrehimpuls ergeben
sich daher fiir den Spinoperator S die selben Kommutationsregeln wie fiir

den Bahndrehimpulsoperator L (siehe Abschnitt 9.3.3). Es gilt

[Ly, Lyl =ihL, — [Sy, 8] = ihS,, (13.3)
[Ly,L,) =ihL, — [Sy,S,] = ihSk, (13.4)
[Ly, Ly = ihLy  —  [S,, Sy = ihS,. (13.5)

. Eigenwertgleichungen und Eigenfunktionen

Fiir den Bahndrehimpulsoperator L gelten die folgenden Eigenwertglei-
chungen (siche Abschnitt 11.2.2)

f/zl/}n,l,ml (7‘7 9, ¢, t) = hmlwn,l,mz (Ta v, 0, t)? (136)
Emel,ml (7“, ’ﬂ, @, t) = hQZ(l + 1)¢n,l,mz (T> 197 2 t)7 (13'7)

wobei wir die Eigenfunktionen v, ; m, (7,9, ¢,t) in Abhéngigkeit von Ku-
gelkoordinaten r, ¢ und ¥ ausgedriickt haben. Fiir die beiden Quanten-
zahlen [ und m; gilt dabei

1=0,1,2,...,(n—1), (13.8)
my=0,+£1,£2, ..., +l. (13.9)
Dementsprechend gibt es fiir ein festes [ (2] + 1) Eigenfunktionen von L,.

Weiter gilt, dass die Quantenzahlen n, | und m; verdndert werden kon-
nen, zum Beispiel durch die Einstrahlung von Photonen und dass sich die
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Aufenthaltswahrscheinlichkeit [ (r, 9, ¢, t)|?dV sich fiir grosse Quanten-
zahlen der klassischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit nédhert, d.h. es gilt
das Korrespondenzprinzip.

Analog gelten fiir den Spinoperator S die folgenden Eigenwertgleichungen

N

Sszs (U) = hmsXms (0)7 (13'10)
Fxm(0) = B25(5 + 1)xm, (0), (13.11)

wobei die Quantenzahl mg (2s + 1) Werte annehmen kann. Nach der von
Goudsmit und Uhlenbeck formulierten Hypothese des Elektronspins muss
also gelten (2s + 1) = 2 und demzufolge s = 1/2 als einziger moglicher
Wert fiir s und mg = £1/2. Wir halten fest:

Der Spin des Elektrons wird durch die Quantenzahlen s = 1/2 und m, = £1/2
charakterisiert. Wir sagen, das Elektron besitzt den Spin 1/2. Entsprechend
gelten die folgenden Eigenwertgleichungen

~

1
SaX+1/2(0) = iﬁhXil/Z(U)a (13.12)
= 3
S2xX11/2(0) = Zh2Xj:1/2(0'>- (13.13)

Der Zustand x1/2(0) wird als ,spin up“ und der Zustand x_;/5(0) als ,spin
down“ bezeichnet.

Im Gegensatz zu den Quantenzahlen n, [ und my, ist also s unverdnderlich!.
Weiter ist der Ubergang zu hohen Quantenzahlen nicht moglich, der Spin hat
kein klassisches Analogon.

4. Das magnetische Moment

Obwohl der Spin klassisch nicht erfasst werden kann, ist es manchmal
ganz niitzlich, wenn man sich unter dem Elektron ein rotierendes gelade-
nes Kiigelchen vorstellt. Aufgrund dieser Vorstellung erwartet man zum
Beispiel ein dem Spin entsprechendes magnetisches Moment i®. Jedoch
zeigt sich hier, dass die Analogie zum Bahndrehimpuls L ihre Grenzen
hat. Denn es gilt fiir die z-Komponente des magnetischen Moments p,
(siehe Abschnitt 12.2) bzw. Més) hervorgerufen durch den Bahndrehimpuls
L bzw. Spin S des Elektrons

W, = —ppmy, my=0,+1,+2 ...+, (13.14)

1) = —goupms, ms = +1/2, (13.15)

wobei go = 2.00231923 gyromagnetischer Faoktor genannt wird. Damit ist
das gyromagnetische Verhiltnis v, d.h. das Verhaltnis zwischen magneti-

schem Moment und Bahndrehimpuls bzw. Spin, beim Spin des Elektrons
mehr als doppelt so gross wie beim Bahndrehimpuls?.

! Aus diesem Grund verzichten wir auch auf den Index s bei den Eigenfunktionen X, ().
ZES gllt 7YSpin = gOﬂB/h und YBahndrehimpuls = ﬂB/h
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5. Die Zeeman-Aufspaltung

Nach Abschnitt 12.3 gilt fiir das Elektron des Wasserstoffatoms unter
Vernachlassigung des Spins im Zustand )y, m, (7,7, ¢): Die Energieni-
veaus E, = —Fg/n? charakterisiert durch die Quantenzahl n spalten
sich im homogenen externen Magnetfeld B in (20 + 1) Niveaus Ey, ,, =
—FER/n? + ugBmy charakterisiert durch die Quantenzahlen n und m; mit
Abstand A = ugB auf. Der entsprechende Hamilton-Operator H ist ge-
geben durch
2
A=ttt Biymi = A ©
2m 2m dmegr

(13.16)

Entsprechend gilt fiir ein freies Elektron der festen Energie E mit Spin
o im Zustand y,,(0): Das Energieniveau E spaltet sich in zwei Niveaus
Ep—v1/2=E+gopsB/2 und E,,, __, /5 = E — goupB/2 auf charakteri-
siert durch die Quantenzahl mg; mit dem folgenden Abstand

AB) = goupB. (13.17)

Der entsprechende Hamilton-Operator H ist gegeben durch

A B . . h?
H = Hy+ goe— S, mit Hy = ———A. (13.18)
2m 2m

Bemerkung

Es sei bemerkt, dass das Elektron nicht das einzige Elementarteilchen ist, das
einen Spin aufweist. Das Proton und das Neutron besitzen ebenfalls den Spin
1/2. Die entsprechenden magnetischen Momente pp, und py, sind unterschiedlich,
jedoch beide von der Gréssenordnung des Kernmagnetons

h
I (13.19)

-~ 2my’
wobei m,, die Masse des Protons bezeichnet. Das Kernmagneton uk ist 1836
mal kleiner als das Bohr-Magneton up. Interessant ist dabei vor allem auch die
Tatsache, dass das Neutron, obwohl es keine Ladung besitzt ein magnetisches
Moment aufweist.

Neben den Elementarteilchen besitzen auch einige Atomkerne einen Spin.
Es existieren Kerne mit ganzzahligem (1, 2, 3, ...) und Kerne mit halbzahligem
(1/2,3/2,5/2, ...) Spin. Alle Atomkerne mit Spin besitzen ein entsprechenden
magnetisches Moment, das von der Gréssenordnung von ux ist. Dabei hingt das
Verhéltnis zwischen Spin und magnetischem Moment jeweils von der Kernsorte

ab.

13.3 Die Pauli-Matrizen

Als néchstes lernen wir eine elegante mathematische Darstellung fiir den Elek-
tronspin S kennen. Der Spin ist eine physikalische Observable und deshalb ist
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der entsprechende Operator S, hermitesch. Nach Satz 9.5 lisst sich demnach
jede beliebige Spinfunktion (o) als Linearkombination der beiden orthogona-
len (siche Satz 9.3) und normierten Eigenfunktionen x,i/(0) und x_/2(c)
schreiben

X(0) = atrxy1/2(0) + a-x_1/2(0), (13.20)

wobei a4, a— € C und aufgrund der Normierung
log > + a2 = 1. (13.21)
In anderen Worten: Die Eigenfunktionen X /5(c0) und x_; /2(o) bilden die Basis

des zweidimensionalen Raums der Spinfunktionen y(o) und wir kénnen sie als
zweidimensionale Spaltenvektoren schreiben

Xo1j2(0) = <(1)> und y_1j2(0) = (2) . (13.22)

Entsprechend lautet nach (13.20) die allgemeine Spinfunktion x(o) in dieser
Darstellung

x(0) = (M) : (13.23)

In dieser Darstellung entsprechen die Operatoren Sy, ,§y und S, Matrizen. Es
gilt

Sy = 07, (13.24)

wobei oy, oy und o, den sogenannten Pauli-Matrizen entsprechen und gegeben
sind durch (fiir eine Herleitung der Pauli-Matrizen verweisen wir auf Anhang K)

01 0 — 1 0
UX—<1 0>’Uy_<i 0),UZ—<O _1>. (13.25)

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass wenn wir nicht die z-Achse ausgezeichnet
hétten, sondern die x- oder y-Achse, dann wére nicht S,, sondern entsprechend

Sy oder S'y diagonal. Der Spinoperator S lautet entsprechend

~ 51X h O-X

S=|(S|=5]0a (13.26)
. 2
S, 0z

und das Quadrat 52 des Spinoperators

& B2 3r% (1 0
2 2 2 2\ _
S =7 (oi+0;+0;) = 1 (0 1). (13.27)
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13.3.1 Leiteroperatoren

Oft werden zusétzlich die sogenannten Leiteroperatoren S4 und S_ eingefiihrt,
die, wie wir sehen werden, einen Zustandswechsel bewirken.

Definition 13.1 Die Leiteroperatoren 5‘+ und S_ sind definiert als

S, = Sy + 1Sy, (13.28)
S_ =8, —iS,. (13.29)

In Matrixschreibweise ergeben sich mit (13.24) folgende Darstellungen
5 01
S.=h (0 0) , (13.30)
A 0 0
S =h (1 0) . (13.31)

Die Anwendung der Leiteroperatoren auf die beiden Zusténde (1,0) und (0, 1)

ergibt somit
SO
QYO0
R 1 B A
N R [ R

Wir sehen, wie zu Beginn angedeutet, dass die Leiteroperatoren 5’+ und S_
einen Zustandswechsel bewirken. Genauer ausgedriickt, erhoht der Operator S+
die dem Zustand entsprechende Quantenzahl ms; um 1 und der Operator S
erniedrigt sie um 1. Entsprechend wird in Analogie zum quantenmechanischen
harmonischen Oszillator (siehe Kapitel 10) §+ Erzeugungsoperator und S_ Ver-
nichtungsoperator genannt.

13.4 Zusammenfassung

- Verschiedene experimentelle Beobachtungen wie die Aufspaltung der ers-
ten Linie der Balmer-Serie des Wasserstoffatoms oder der gelben Linie der
Natrium-Dampflampe in eine Doppellinie weisen auf das Auftreten einer
Feinstruktur in atomaren Spektren hin. Diese Resultate fithrten zur Hypo-
these des Elektronspins: Das Elektron verhalt sich als ob es einen Eigendre-
himpuls hétte, dessen z-Komponente zwei diskrete Werte (charakterisiert
durch die Quantenzahl mg) annehmen kann. Dieser Eigendrehimpuls wird
Spin genannt und mit S bezeichnet.
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- Die Hypothese des Elektronspins wird durch das Stern-Gerlach-Experiment
bestétigt, bei dem ein Silber-Atomstrahl ein starkes inhomogenes Magnet-
feld passiert und dadurch - gegen die bisherigen Vermutungen - in zwei
Strahlen aufgespaltet wird.

- Es zeigt sich, dass fiir das Phénomen des Elektronspins keine klassische
Erklarung existiert. Dennoch entsprechen die Eigenschaften des Elektron-
spins im Wesentlichen denjenigen des Bahndrehimpulses des Elektrons.
Tab. 13.1 zeigt eine Gegeniiberstellung der wichtigsten Figenschaften des
Elektronspins und des Bahndrehimpulses.

Bahndrehimpuls L Spin S
Operator L S
Wellenfunktion U(z,y, 2, t) x(o)
Kommutationsregeln [[: Ly] = ihlL, [,S?X,Sy] = S’
L] =inbe  [5.8] = ns,
[L,, Ly] = ihLy [Sz, Sx] = ihSy
Eigenfunktionen U 1m, (T, Y, 2, 1) Xm. (0)
Eigenwerte f)zz hmy SZ: hmg
I2: B2+ 1) 2. 3 /4R
Quantenzahlen neN s=1/2
1=0,1,2,..,(n—1) me = £1/2
my = 0,41, +2, ..., £l
magnetisches Moment Ly = —uUBMY ,ués) = —gouUBMs
Zeeman-Aufspaltung A =pugB A®) = goupB

Tab. 13.1: Gegeniiberstellung der wichtigsten Eigenschaften des
Bahndrehimpulses L und des Elektronspins S wobei o eine klas-
sisch nicht deutbare Spinvariable, pp = eh/ (2m) das Bohr-
Magneton und gy = 2.00231923 der gyromagnetischer Faktor ist.

- Neben dem Elektron besitzen auch das Proton und das Neutron den Spin
1/2. Ebenfalls einen Spin weisen Atomkerne auf.

- Eine elegante mathematische Darstellung fiir den Elektronspin sind die
sogenannten Pauli-Matrizen. Dieser Darstellung zugrunde liegt die Tat-
sache, dass jede beliebige Spinfunktion als Linearkombination der beiden
orthogonalen und normierten Eigenfunktionen x/5(c) und x_1/2(0) ge-
schrieben werden kann. Der Raum der Spinfunktionen ist demzufolge zwei-
dimensional mit den Eigenfunktionen x,;/3(c) und x_;/2(c) als Basis.
Eine beliebige Spinfunktion kann deshalb als zweidimensionzjler sz}lten—

vektor geschrieben werden und die Operatoren S’X, S’y, S'Z, S und S? als
Matrizen.
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Kapitel 14
Die Spin-Bahn-Kopplung

Wie in Kapitel 13 angedeutet, befassen wir uns in diesem Kapitel mit der Wech-
selwirkung zwischen dem Elektronspin und dem Bahndrehimpuls des Elektrons.
Diese Wechselwirkung wird Spin-Bahn-Kopplung genannt und liefert die Erkla-
rung der im Experiment beobachteten Feinstruktur. D.h. sie erklart z.B. die
Aufspaltung der ersten Linie der Balmer-Serie (n = 3 — n = 2) des Wasserstof-
fatoms oder die Aufspaltung der Natrium-D-Linie in zwei Linien.

Wir beginnen mit einer klassischen Beschreibung und geben eine Abschétz-
ung der Grossenordnung der Spin-Bahn-Kopplung an. Anschliessend erfolgt ein
kurzer Abriss der quantenmechanischen Behandlung und zum Abschluss des
Kapitels befassen wir uns mit dem Einfluss eines externen Magnetfelds auf das
Energiediagramm eines Atoms unter Einbezug des Elektronspins, d.h. dem so-
genannten anomalen Zeeman-Effekt.

14.1 Semiklassisches Modell

Wir zeigen in einem semiklassischen Modell wie man die Aufspaltung der Ener-
gieniveaus mit Bahndrehimpulsquantenzahl [ # 0 bei Einelektronenatomen und
damit insbesondere beim Wasserstoffatom, mit der Hilfe der Hypothese des
Elektronspins erkldren kann. Dazu betrachten wir eine Momentaufnahme eines
Atoms mit einem Elektron, das den Kern der Ladung +Ze umkreist einerseits
aus der Sicht eines Beobachters im Ruhesystem des Kerns (siehe Abb. 14.1(a))
und andererseits aus der Sicht eines Beobachters im Ruhesystem des Elektrons
(siehe Abb. 14.1(b)). In diesem rotierenden Bezugssystem des Elektrons erzeugt
die Bahnbewegung des positiv geladenen Kerns ein Magnetfeld B. Dieses wech-
selwirkt mit dem magnetischen Moment MS) des Elektronspins und daher er-
hélt das Elektron die zusétzliche potentielle Energie V,f{imi, welche nach Ab-
schnitt 13.2 gegeben ist durch

V;fsmi = —pu, B = gopumsB. (14.1)
D.h. jeder elektronische Zustand in einem Einelektronensystem mit nichtver-
schwindendem Bahndrehimpuls spaltet aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung in

zwel Zustdnde mit unterschiedlicher Energie auf. Auf die Begriindung und die
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(a) (b) (c) (d)
Magnetfeld B y

N T

+Ze

Kern Elektron ~ Kerm .~ - 7

Elektron 4 Ey Elektron

Abb. 14.1: Hlustration der Spin-Bahn-Kopplung bei wasserstof-
dhnlichen Atomen mit Kernladung Ze: Aus der Sicht eines Beob-
achters (a), (¢) im Ruhesystem des Kern und (b), (d) im Ruhesys-
tem des Elektrons.

Bestimmung des Magnetfelds, welches ein Beobachter im Ruhesystem des Elek-
trons wahrnimmt und die daraus resultierende Aufspaltung der Energieniveaus
gehen wir nun etwas genauer ein.

Im Ruhesystem xyz des Kerns (siche Abb. 14.1(c)) befinde sich das Elek-
tron im betrachteten Augenblick im Ursprung. Einfachheitshalber nehmen wir
an, dass die Geschwindigkeit des Elektrons in diesem Moment entlang der x-
Achse gerichtet sei. Ein in diesem System xyz ruhender Beobachter sagt dann,
dass der Kern ein elektrisches Feld erzeugt, das im Ursprung parallel zur y-
Achse gerichtet ist und den Betrag Ey, = Ze/(4meor?) hat, wobei r der Abstand
zwischen Kern und Elektron ist. In dieser Betrachtung vernachléssigen wir das
(kleine) magnetische Moment des Kerns und deshalb nimmt der Beobachter im
Ruhesystem des Kerns kein Magnetfeld wahr.

Wir wechseln nun zu einem Beobachter im Ruhesystem x'y’z" des Elektrons
(siche Abb. 14.1(d)) und fragen uns, welche elektromagnetischen Felder dieser
wahrnimmt. Die Anwendung der Transformationsformeln der speziellen Rela-
tivitdtstheorie ergeben fiir die Komponenten des Magnetfelds By, By und By,
welches der Beobachter im Ruhesystem x’y’z" des Elektrons feststellt

B, = B, =0, (14.2)
B = ! <B+1’UE>—0 (14.3)
i@\ e |

1 1 1
B =—+< (B,— vE, | ~——vE 14.4
Z m( CQU Y> 621} Yy ( )

wobei v = vx und wir im letzten Schritt die Niherung v?/c? < 1 getroffen
haben. Der Beobachter im Ruhesystem x'y’z’ des Elektrons stellt also ein Feld
B’ fest, das senkrecht steht auf 7 = (vy,0,0) und E = (0, Ey,0). Allgemein
kénnen wir dies durch ein Vektorprodukt ausdriicken. Es gilt

U 1 -
B/ = C?(E X 'U) = W(E X ]3), (145)

wobei wir die Geschwindigkeit ¥ durch den Impuls p ausgedriickt haben. Das
elektrische Feld £ im System x'y'z’ ist in der Ndherung v?/c?> < 1 identisch
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mit dem elektrischen Feld E im System xyz, denn es gilt

E. = By =0, (14.6)
1

E;, = 7# — U2/02 (Ey - UBZ) ~ Ey7 (147)
1

E,= ———(E,+vBy) =0. (14.8)

V1—v2/c?
Das Magnetfeld B’ , welches das Elektron aufgrund seiner Relativbewegung zum
Kern wahrnimmt, hat zur Folge, dass das Elektron in den beiden Spinzusténden,
die durch die Quantenzahl ms = £+1/2 charakterisiert sind, verschiedene Energie
hat. Die Aufspaltung A®) ist nach (13.17) gegeben durch

A = goug|B'|. (14.9)
Mit (14.5), E = Zer/(4megr®) und L = 7 x § erhalten wir

1 =

(s) — =
A® —gouBmCQIE X P

1 1 Ze|F
mc2 dmeg 72 '

1 1 Ze -
L]
me? 4dmeg r3|

= goiB X P

= goiB . (14.10)

Dieser Ausdruck ist nicht ganz korrekt, da wir angenommen haben, dass sich das
Elektron geradlinig bewege. Da das Elektron aufgrund des Spins einen kleinen
Kreisel darstellt, spielt es eine Rolle, ob es geradeaus lauft oder den Atomkern
umkreist, wie von Llewellyn Thomas um 1926 gezeigt wurde. Die Beriicksichti-
gung dieser sogenannten Thomas-Prizession reduziert die Aufspaltung A®) um
einen Faktor zwei'. Demzufolge lautet die korrekte Formel?

semi __ 90 1 1 Ze >

s = Lo . (14.11)

———|L
mec? dmeg 13 |

Die Energiedifferenz ASSeBmi wird Spin-Bahn-Aufspaltung genannt, weshalb wir
den Index SB hinzugefiigt haben. Den oberen Index s haben wir durch den obe-
ren Index semi ersetzt, der andeuten soll, dass unsere Herleitung semiklassisch
erfolgte. Diese Spin-Bahn-Aufspaltung erklart insbesondere die Aufspaltung der

Spektrallinien beim Wasserstoffatom und die Aufspaltung der Natrium-D-Linie.

14.1.1 Grossenordnung der Spin-Bahn-Kopplung

emi

Ausgehend von der Formel (14.5) fiir die Spin-Bahn-Aufspaltung AEE™ schitzen
wir die Grossenordnung der Spin-Bahn-Kopplung auf der Grundlage des Bohr-
schen Atommodells (siche Kapitel 8) fiir ein Einelektronenatom ab. D.h. wir neh-
men an, dass das Elektron den Kern (Ladung Ze) auf einer Kreisbahn mit Radi-
us = agn? (8.27) umkreist und einen Bahndrehimpuls |L| = h/I(1 + 1) (11.47)

'Die Herleitung der Thomas-Prizession erfordert eine aufwendige relativistische Berechnung.
Wir verweisen dazu auf weiterfiihrende Literatur [2].

2Zur Zeit der Entdeckung des Elektronspins herrschte anfinglich eine grosse Konfusion, da
der Faktor go sehr nahe bei zwei liegt und sich in guter Naherung gegen den Thomas-Faktor
wegkiirzen lasst.
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besitzt. Damit ergibt sich fiir die Spin-Bahn-Aufspaltung A%eBmi die folgende Ab-
schatzung

) 1 1 Z
%%ml _ 920/“3 38 h l(l + 1) (1412)

mc? 4dmeg ajnb

Einsetzen von ug = eh/2m und ag = 4regh?/(me?) ergibt

semi l(l + 1) 390 me4 62 2
ASB - o

nb 2" 32n263h? \ dmeohc
———
=FER =q?

_ l+1 gOZERa
WV l+1 ZER

b 1372
I0+1
= # - Z-7.24-107% &V, (14.13)
n

wobei wir verwendet haben, dass go ~ 2, die Feinstrukturkonstante o ~ 1/137
(sieche GI. (8.50)) und die Rydberg-Energie Er = 13.6 eV (siehe Abschnitt
11.2.3). Da man die Spin-Bahn-Aufspaltung Feinstruktur nennt, ergibt sich in
diesem Zusammenhang die Begriindung des Namen Feinstrukturkonstante fir
.

Bemerkungen

- Das einfache semiklassische Modell sagt voraus, dass die Spin-Bahn-Auf-
spaltung A fiir Einelektronenatome mit steigender Kernladungszahl
Z zunimmt, was im Experiment bestatigt wird. Insbesondere wird dieser
Effekt auch bei den Alkali-Atomen (siehe Abschnitt 16.4.1) beobachtet.

- Ebenfalls erwartet man, dass die Spin-Bahn-Aufspaltung A" verschwin-
det, wenn die Bahndrehimpulsquantenzahl [ und somit der Betrag des
Bahndrehimpulses gleich null ist. Tatséchlich trifft dies zu, die Spin-Bahn-
Kopplung Asem‘ verschwindet fiir s-Zustdnde. Dies kommt auch im Er-
wartungswert (r ( ) fiir den Bahnradius zum Ausdruck, der fiir s-Zustédnde
verschwindet. Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass das Verschwinden der
z-Komponente des Bahndrehimpulses (m; = 0) keine ausreichende, son-
dern nur eine notwendige Bedingung fiir das Verschwinden der Spin-Bahn-
Aufspaltung ASSeBmi darstellt.

- Zum Beispiel betragt die Spin-Bahn-Aufspaltung des Wasserstoffatoms
(Z =1) fiir den 2p-Zustand A = 1.60 - 1077 eV.

14.2 Quantenmechanische Beschreibung

Die bisherigen Betrachtungen beruhen im Wesentlichen auf dem Bohrschen
Atommodell. Jedoch ist dieses Modell und daher auch die Ausfithrungen in Ab-
schnitt 14.1 zur Spin-Bahn-Kopplung nur begrenzt giiltig (sieche Abschnitt 8.6).
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Abhilfe schafft nur die rein quantenmechanische Beschreibung, auf die wir nun in
diesem Abschnitt eingehen werden. Wir beschrinken uns dabei auf die Behand-
lung des Wasserstoffatoms (Einelektronenatom mit Kernladungszahl Z = 1).

14.2.1 Der Hamilton-Operator der Spin-Bahn-Kopplung

Zur Bestimmung des Hamilton-Operators Hgg der Spin-Bahn-Kopplung des
Wasserstoffatoms stellen wir als erstes die entsprechende Hamilton-Funktion
Hgp auf. Sie ist gegeben durch die Energie des magnetischen Moments (in Ana-
logie zu Gl. (12.8))

e =

7= —gnC G 14.14
A=—905 ( )

des Elektronspins S im Magnetfeld (siche Gl. (14.5))

—

L1 .

B = g(E x V), (14.15)
welches das Elektron in seinem Ruhesystem wahrnimmt. Damit ergibt sich mit
7 =p/m, E = er/(4megr®) und L = 7 x p fiir die Hamilton-Funktion Hgg den
folgenden Ausdruck

e = 1 1 e
= QO%SWRF)O’ X p)
e? I
-9 Srm2c2eqr3”
euy g

—5. 14.16
8Tm?2r3 ( )

=90
wobei pg = 1/(epc®) = 4w - 1077 Vs/(Am) die magnetische Feldkonstante ist.
Analog zu Abschnitt 14.1 reduziert die Beriicksichtigung der Thomas-Prazession
diesen Ausdruck um zwei und wir erhalten fiir den Hamilton-Operator Hgg der
Spin-Bahn-Kopplung

2 PN
Hyp=2_“H g T (14.17)

Damit ergibt sich fiir den Hamilton-Operator H des Wasserstoffatoms unter
Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung
2 2

4B A h e go € pio
H=Hy+ Hsp = — A — 90
0+ B 2m dmegr 2 8mm?2r3

S.L, (14.18)

wobei wir den Hamilton-Operator ohne Spin-Bahn-Kopplung mit Hy bezeichnet
haben.
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14.2.2 Verkniipfung der Spinvariablen mit der Ortswellenfunk-
tion

Ein Elektron mit Spin wird durch die Ortsvariablen x, y und z, sowie die klas-
sisch nicht deutbare, abstrakte Spinvariable o beschrieben (siche Kapitel 13).
Diese kann nur zwei verschiedene Werte annehmen, die wir mit ,1“ und , |
bezeichnen. Diese Eigenschaft widerspiegelt sich auch in den Eigenwerten des
Operators gz, welche gegeben sind durch +#/2 und —Ah/2.

Wie zu den Ortsvariablen z, y und z die Ortswellenfunktion ¥ (x,y, z,t) ge-
hort, ist der Spinvariablen o die abstrakte Spinwellenfunktion x (o) zugeordnet.
Es stellt sich nun die Frage, wie diese beiden bisher unabhéngig voneinander
betrachteten Systeme (Ort und Spin) kombiniert werden kénnen. Oder in ande-
ren Worten: Das Ziel ist, dass wir den Zustand eines Elektrons, welches durch
die Variablen x, y, z und o beschrieben wird, durch eine Gesamtwellenfunk-
tion v (x,y, z,0,t) charakterisieren konnen, die die Spinvariable o enthélt und
folgendermassen zu deuten ist:

v (x,y, z,0,)0(x,y, z,0,t)dedydz ist die Wahrscheinlichkeit, dass man ein
Elektron zur Zeit ¢ im Volumenelement dxdydz am Ort (z,y, z) mit dem Wert
o der Spinvariablen antrifft. Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, dass man
das Elektron zur Zeit ¢ im besagten Volumenelement antrifft entweder mit dem
Wert ,, 1 oder ,,}“ der Spinvariablen gegeben durch

w*(l’) y7 Z’ T’ t)w(x7 y? ’z7 T) t)dxdydz + Qp*(x’ y? z) \L7 t)¢(x7 y7 Z’ \1/7 t)dajdydz‘
(14.19)

Dieser Ausdruck erfiillt die Normierungsbedingung, d.h. das Integral iiber den
gesamten Ortsraum ergibt 1.

Im Zusammenhang mit der Verkniipfung der Spinvariablen ¢ mit der Orts-
wellenfunktion v (x,y, z,t) ergeben sich wie zum Teil schon angedeutet die fol-
genden Fragen:

1. Darf die Spinvariable ¢ als von den Ortskoordinaten x, y, z unabhéngige
Variable betrachtet werden?

2. Wie héngen die Ortswellenfunktion ¥ (x,y, z,t) und die Spinwellenfunkti-
on x(o) mit der Wellenfunktion v (x,y, z, o, t) zusammen?

3. Wie berechnet man Erwartungswerte, Eigenwerte und Eigenfunktionen
von Operatoren fiir das Gesamtsystem Ort und Spin?

Wir werden hier auf diese Fragen eingehen. Wie in Kapitel 11 wechseln wir
dazu von den kartesischen Ortskoordinaten x, y und z zu den Kugelkoordinaten
r, ¥ und ¢, d.h. das Elektron des Wasserstoffatoms wird durch die Ortskoordi-
naten r, ¥ und ¢ und die Spinvariable o charakterisiert.
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Vernachlissigung der Spin-Bahn-Kopplung

Wir vernachléssigen in einem ersten Schritt die Spin-Bahn-Kopplung und wer-
den sie erst in den néchsten Abschnitten wieder in unsere Betrachtungen ein-
binden. Damit ist die Frage 1 beantwortet, da in diesem Fall die Spinvariable
o von den Ortsvariablen r, ¥ und ¢ unabhéngig ist. Wir kommen nun zu den
Fragen 2 und 3.

Die Gesamtwellenfunktion des Wasserstoffatoms

Wie erwéhnt ist unser Ziel, die Wellenfunktion ¢, 1, m, (7, ¥, ¢, 0,t) als Funkti-
on der Ortswellenfunktion vy, ; m, (7,9, ¢, t) und der Spinwellenfunktion Xy, (o)
des Wasserstoffatoms auszudriicken. Die Frage, die sich nun stellt, ist nach wel-
chen Kriterien wir dabei vorgehen miissen. Dabei wird sich die Tatsache, dass

bei vernachléssigter Spin-Bahn-Kopplung die beiden Spinoperatoren S2 und S,

einzeln mit den Ortsoperatoren H, L2 und L, kommutieren, als entscheidend
erweisen.

Zur Festlegung eines Kriteriums betrachten wir das Ort- und Spinsystem
nochmals einzeln und untersuchen, durch was ein Zustand im jeweiligen System
eindeutig bestimmt ist. Im Ortssystem gibt es verschiedene Moglichkeiten einen
Zustand eindeutig festzulegen:

1. Angabe der Ortswellenfunktion vy, m, (7,7, ¢, ).
2. Angabe der Quantenzahlen n, I und m;.

3. Angabe der Werte der Observablen Energie FE,, Quadrat des Bahndre-
himpulsvektors L? und z-Komponente des Bahndrehimpulsvektors L,,
d.h. Angabe der Eigenwerte zur gemeinsamen Eigenfunktion vy, ; m, (7, ¥, ¢, t)

der kommutierenden Operatoren H , 2 und L,. In anderen Worten, ein
Zustand wird durch die Angabe der Eigenwerte der drei kommutierenden

Operatoren H, L2 und L, vollstandig beschrieben. Man sagt dann: Die

drei Operatoren H, L2 und L, bilden einen vollstindigen Satz kommutie-
render Operatoren.

Analog ergeben sich fiir das Spinsystem die folgenden Moglichkeiten einen
Zustand eindeutig festzulegen:

1. Angabe der Spinwellenfunktion y,, (o).
2. Angabe der Quantenzahlen s und ms.
3. Angabe der Werte der Observablen Quadrat des Spinvektors 52 und z-

Komponente des Spinvektors S,, d.h. Angabe der Eigenwerte zur gemein-

samen Eigenfunktion ym, (¢) der kommutierenden Operatoren S2 und 3.
In anderen Worten, ein Zustand wird durch die Angabe der Eigenwerte

der zwei kommutierenden Operatoren 52 und S, vollstdndig beschrieben.

Man sagt dann: Die zwei Operatoren 52 und S, bilden einen vollstandigen
Satz kommutierender Operatoren.
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Daraus wird ersichtlich, dass die den Zustand beschreibende Wellenfunktion
Eigenfunktion eines vollstdndigen Satzes kommutierender Operatoren ist. Wir
haben nun also ein Kriterium gefunden, mit dem wir die Gesamtwellenfunktion
U 1myme (7,0, , 0,t) in Verbindung mit der Ortswellenfunktion ¢y, 1, (7,9, ¢, t)
und der Spinwellenfunktion x,,(¢) bringen kénnen.

Der naheliegendste Ansatz fiir einen vollstdndigen Satz kommutierender
Operatoren fiir das Gesamtsystem (Ort und Spin) ist, den vollstdndigen Satz

der kommutierenden Operatoren des Ortssystems H, L2 und L, mit dem des

Spinsystems 5?2 und S, zusammenzufiigen. Tatséchlich ist dies bei vernachlés-
sigter Spin-Bahn-Kopplung der richtige Ansatz, da in diesem Fall das Ort- und
Splnsystem zwei unabhéngige Systeme darstellen und daher die Spinoperatoren
52 und S, einzeln mit den Ortsoperatoren H, L2 und L, kommutieren. Folglich
ist die Gesamtwellenfunktion ¥y, j m, m. (7, ¥, ¢, 0, t) so durch die Ortswellenfunk-
tion 1y, 1.m, (r, ¥, ¢, t) und Spinwellenfunktion x.,, (o) auszudriicken, dass diese
gleichzeitig Eigenfunktion der Operatoren H, I_;2, Ly, 52 und S, ist.

Aufgrund der Unabhéngigkeit von Ort- und Spinsystem ist nun auch dieser
letzte Schritt einfach. Wir werden zeigen, dass sich sich die Gesamtwellenfunk-
tion ¥y, 1 my.m. (1,0, @, 0,t) als Produkt von Ortswellenfunktion vy, 1 m, (1,79, ¢, t)
und Spinwellenfunktion x.,, (o) schreiben lasst, d.h. dass

wn7l7ml’m5 (T’ 19’ ¥, 0, t) = wn,l,ml (T’ 197 @, t)Xms (O->
= tn gy (1,0, 0) X, (o)~ Fn /1. (14.20)

Wir uberprufen die Richtigkeit dieser Darstellung, indem wir die Operatoren H,

L2 Ly, 52 und S, auf die durch (14.20) definierte Funktion ¥, j my.m. (7,9, 0, 0, t)
anwenden:

a) Hamilton-Operator

Aufgrund der vernachldssigten Spin-Bahn-Kopplung ist der Hamilton-Operator
H nach (11.6) gegeben durch

(14.21)

und héngt folglich nicht von der Spinvariable ¢, sondern nur von den Orts-
variablen r, 9 und ¢ ab. Daher wirkt H nur auf den ortsabhéngigen Teil
Un,1.m, (7,0, @) der Wellenfunktion ¢y, 1 m, m, (7,9, ¢, 0,t), d.h. wir erhalten
mit (11.85)

ity (7, 0,0,0,8) = (Hit o, (.0, ) Xon, ()~ 51/
= (Enun,l,ml (T) 197 w))XmS (U)e_zEnt/h
= nwn,l,ml,ms (T, 197 ¥, 0, t) (1422)

b) Quadrat des Bahndrehimpulsoperators
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Analog erhalten wir mit (11.93)

E%pn,l,ml,ms (T’, 19, w, 0, t) = (E2un,l,ml (T‘, 193 @))Xms (U)e_iEnt/h
= (R2U(1 + 1)tn g, (1,9, 9)) Xm, (o) e Ent/M
= 1211+ V)Y tmy . (1,9, 0, 0, 1). (14.23)

c) z-Komponente des Bahndrehimpulsoperators

Analog erhalten wir mit (11.94)
Lyt myms (10, 0,0, 8) = (Lytin gy (7,9, ) Xom, (0) e~ 0t/
= hml“n,l,mz (T7 v, @))Xms (U)e_iEnt/h
= hmyn 1 my.m. (1,0, @, 0, ). (14.24)

d) Quadrat des Spinoperators
Analog erhalten wir mit (13.11)

S2 Pty (1,9, 0,0, 8) = (52X, (0) Y, 1m, (7, 0, p) e Ent/ M
= (P*s(s 4+ 1)Xm, (0))tn m, (1,0, 0)e
= h25(s + DV 1y me (1,0, 0,0, 1), (14.25)

—iEnt/h

e) z-Komponente des Spinoperators

Analog erhalten wir mit (13.10)

Sz¢n,l,ml,ms (’I", 197 ¥, 0, t) = (ngms (U))un,lﬂ’M (T’ 197 gp)e_iEnt/h
= (thXms (U))un,l,ml (r7 7, So)e_iEnt/h
= hmstn . my.m. (1,0, @, 0, 1). (14.26)

Somit ist die Richtigkeit der Darstellung (14.20) der Gesamtwellenfunktion
U 1myme (7,0, 0, 0,t) gezeigt: Die Gesamtwellenfunktion ¥y, 1 p, m. (7,9, ¢, 0, t)
ist das Produkt aus Ortswellenfunktion ), ;m, (r, 9, ¢,t) und Spinwellenfunk-
tion Xm, (o). Dies ist die Antwort auf die Frage 2. Diese Begriindung der Ge-
samtwellenfunktion zeigt zudem, dass Erwartungswerte, Eigenwerte und Eigen-
funktionen von Operatoren fiir das Gesamtsystem Ort und Spin sich aufgrund
der Tatsache berechnen lassen, dass Spinoperatoren nur auf die Spinwellen-
funktion X, (o) wirken und die Ortsoperatoren nur auf die Ortswellenfunktion

wn,l,ml (7", 797 @, t)'

14.2.3 Der Gesamtdrehimpuls eines Einelektronensystems

Es wird sich im Hinblick auf die quantenmechanische Behandlung der Spin-
Bahn-Kopplung (siehe Abschnitt 14.2.4) und die Betrachtung von Mehrelektro-
nenatomen (siche Kapitel 16) als hilfreich erweisen, den Gesamtdrehimpuls J
einzufiihren:
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Definition 14.1 Der Gesamtdrehimpuls J eines Einelektronensystems ist
definiert als Summe von Bahndrehimpuls L und Spin S

—

J=L+35. (14.27)

Der entsprechende Gesamtdrehimpulsoperator J ergibt sich analog zu

~
=

J=L+8.

Ly

(14.28)

Die im letzten Abschnitt 14.2.2 kennengelernten Produktwellenfunktionen
U myms (150, 0,0,8) = U 1, (1,0, 9, 1)Xm, (o) sind zwar auch Elgenfunktlo—
nen der z-Komponente des Gesamtdrehimpulsoperators J = L + S zum Ei-
genwert ii(m;+ms), jedoch nicht vom Quadrat des Gesamtdrehimpulsoperators

jQ, da
[J2,£,] # 0 und [J2,8,] # 0. (14.29)

Jedoch ist es fiir die zu Beginn erwéhnten Fragestellungen von Vorteil mit Zu-
stdnden zu rechnen, die auch Eigenfunktion von J? sind. Wir wechseln da-
her vom bisherigen vollstéandigen Satz kommutierender Operatoren I;T EZ ﬁz,
§ und S, zum neuen ebenfalls vollsténdigen Satz kommutierender Operato-

ren H J_2 L2 5’2 und J, und suchen die entsprechenden Eigenfunktionen
W t,jm; (r,ﬁ, ©,0,t) mit den Eigenwerten E,,, h%j(j + 1), B2l1(I + 1), h?s(s + 1)
und hm;. D.h. unsere Aufgaben sind:

1. Bestimmung der Werte, die die neue Quantenzahl j annehmen kann. Da-
durch sind dann auch die Werte von m; = m; + m, bestimmt

mj; = -7, —J+1..,70—-17 (1430)

2. Ausdriicken der neuen Eigenfunktionen Wy, ; ;. (7,9, ¢, 0, t) durch die Pro-
duktwellenfunktionen ¥y, 1 p, m, (7,9, @, 0, ).

Wir verzichten hier auf eine ausfiihrliche Herleitung und geben direkt die

Losung fiir das Wasserstoffatom an?:

1. Die Quantenzahl j kann die Werte [+ s annehmen, d.h. j =1+1/2, wobei
i>0.

3Fiir eine ausfiihrliche Herleitung verweisen wir auf weiterfiihrende Literatur [11].
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2. Die Eigenfunktionen Wy, ; m, sind gegeben durch

|+ m; + 1/2
Vol j=l+1/2,m; = T¢n,l,ml:mj—l/2,mszl/2
l — mj aF 1/2
21—“¢n,l,ml:mj+1/2,ms:—1/27
l—m; +1/2
Wit =i-1/2,m; = — #¢n,l,ml=mj—1/2,m5=1/z
l aF mj aF 1/2

2+ 1 Il)n,l,ml:mj+1/2,ms:—1/27
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(14.31)

(14.32)

dabei haben wir fiir eine bessere Ubersichtlichkeit auf das Auffithren der

unabhéngigen Variablen r, 9, ¢, o und ¢ verzichtet.

Wir betrachten als Beispiel den 1p-Zustand, d.h. I = 1 und s = 1/2. Die
Quantenzahl j kann dann die beiden Werte j =1+ s=3/2und j =1 —s =
1/2 annehmen. Die entsprechenden Eigenfunktionen ‘I’n,l,j,mj sind in Tab. 14.1
dargestellt und Abb. 14.2 zeigt die graphische Darstellung der entsprechenden

Gesamtdrehimpulsvektoren im Bezug zur z-Achse.

'j mj \Ijnzlvjvmj

3/2 -3/2 V1350 372 =Vn11,1/2
1/2 i3 170 =/2/3Un 1012+ V1/3Un 11,2172
1/2 Wo13/212 = V1/30n1 112+ V2/3%n10-12
3/2 Wpi13/23/2 = Vni1—1,-1/2

/2 -1/2 Wpaa0172 = —V1/3%n10172 +V2/3¢n11,-1/2

1/2 Vot1/2,-1/2 = —V 2/31%,1,71,1/2 T 1/31/%,1,0,71/2

Tab. 14.1: Die Eigenfunktionen W,, ; ; ., des vollstéindigen Satzes

von kommutierenden Operatoren H , fz, EQ, 52 und J, zu den
entsprechenden Quantenzahlen j und m; fiir den 1p-Zustand.

eingezeichnet.

Abb. 14.2: Richtungsquantisierung
des Gesamtdrehimpulses fiir den 1p-
Zustand: Fiir die Quantenzahlen (a)
j =3/2 und (b) j = 1/2 sind je-
weils die moglichen Gesamtdrehim-
pulsvektoren im Bezug zur z-Achse
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14.2.4 Semiklassisches Modell der Spin-Bahn-Kopplung

Bevor wir auf die rein quantenmechanische Behandlung eingehen werden, befas-
sen wir uns mit einem weiteren semiklassischen Modell der Spin-Bahn-Kopplung.

Als erstes driicken wir den Hamilton-Operator Hgg, welcher die Spin-Bahn-
Kopplung beschreibt, durch den Gesamtdrehimpulsoperator J aus und zeigen,
dass die Wellenfunktionen ¥y, ; j n,; Eigenfunktionen von Hgp sind. Da die Ope-

ratoren S und L kommutieren, gilt

JP=(L+8?=I[’+5+25-L (14.33)
und damit
R
S.L= 5(JQ ) (14.34)
Einsetzen in (14.17) liefert
2 A a .
2 go epp 1 2 5 I
Ao =L S22 14.
5B 87rm2r32(J ) (14.35)

und damit

- go e’ o P2 &2
HspWoijm; =5 87Tm2r3 2(J ~1*-§ YWt jm,

_ % _po R
2 8Tm?2r3 2
go €ug h*
= G235 WU D) U+ 1) =3/ jm,. (14.36)
Damit sind die Eigenfunktionen W, ; ; ., Eigenfunktionen des Hamilton-Opera-

U+ —104+1) = s(s+ 1)) % jm,

tors ﬁSB mit den Eigenwerten

Em = ;B (G +1) =11+ 1) — 3/4), (14.37)
wobei die Spin-Bahn-Kopplungskonstante agp gegeben ist durch
2, 32
go e poh
= ——. 14.
98B =) Rrm2r3 (14.38)

Indem wir den klassischen Bahnradius r stehengelassen und in die Spin-Bahn-
Kopplungskonstante agp integriert haben, sind wir an dieser Stelle von der rein
quantenmechanischen Behandlung abgekommen und zu einer semiklassischen
Betrachtung iibergegangen.

Die Wellenfunktionen W, ; ;m,, sind Eigenfunktionen des Hamilton-Opera-
tors Hy zum Eigenwert E, = —FEg/n?. Mit (14 37) _ergibt sich somit fir die
Eigenwerte des Gesamt-Hamilton-Operators H = Hy + Hgp und damit fiir
die Energiewerte Eflelmjl des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung der Spin-
Bahn-Kopplung

E asB

semi semi R
mlg = En+ ESg™ = +7( JU+1) —=1(l+1)—3/4), (14.39)

wobei wir fiir die Energiewerte neu die Indizes [ und j eingefiihrt haben. Wir
werden als néchstes diese semiklassische Betrachtung fortsetzen und die dar-
aus abgeleiteten Konsequenzen fiir das Energiediagramm des Wasserstoffatoms
betrachten.
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Das Energiediagramm des Wasserstoffatoms

Die Energiewerte Ezefl]‘ des Wasserstoffatom hingen neu zuséitzlich von den
Quantenzahlen [ und j ab. Fiir feste Quantenzahlen n und [ ergibt sich mit
Ausnahme fiir die s-Zustdnde (I = 0) damit eine Aufspaltung in zwei Ener-
giewerte Efff‘ji:l 41/ und Efff‘ji:lil /2 Die Energiedifferenz A$*™ dieser beiden
Zustande ist gegeben durch

; ; ; 1
AP = ffffljl:lﬂm — Efffflj‘:l_lm = asB <l + 2) . (14.40)

Wir fiihren nun eine neue in der Literatur {ibliche Symbolik fiir die Benen-
nung der Zusténde ein:

Ein Zustand mit Hauptquantenzahl n, Bahndrehimpulsquantenzahl [, Spinquan-
tenzahl s und Gesamtdrehimpulsquantenzahl j erhélt folgende Bezeichnung

n*+; (14.41)

wobei fiir [ jeweils der entsprechende Buchstabe s (I = 0), p (I = 1), ... einzu-
setzen ist.

In Tab. 14.2 sind die Zustédnde n23+1lj und die entsprechenden Energiewer-
te Ezel‘r; des Wasserstoffatoms (s = 1/2) fiir die Hauptquantenzahlen n = 1, 2
und 3 zusammengestellt. Das entsprechende Energiediagramm (siche Abb. 14.3)
lasst die Spin-Bahn-Kopplung-Aufspaltung fiir Zustdnde mit Bahndrehimpuls-
quantenzahl [ > 0 erkennen.

- 2s+17 . semi
n J n l; En,l,j

!
1 0 1/2 1%, —FEr
2 0 1/2 2255 —FEgr/4
1 1/2 2’pyy —FEr/4—ass
3/2 2%pg;y  —Er/4+asp/2
3.0 1/2 3%s12 —Er/9
1 1/2 3%y —FEr/9—ass
3/2 32])3/2 —ER/9+CLSB/2
2 3/2 323y —Er/9—3asp/2
5/2 32d5/2 —FRr/9 + asp

Tab. 14.2: Die Zustadnde n25+1lj und die entsprechenden Ener-
giewerten E;Le}njl des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung der
Spin-Bahn-Kopplung fiir die Hauptquantenzahlen n = 1, 2 und 3.

14.2.5 Rein quantenmechanische Betrachtung der Spin-Bahn-
Kopplung

Da wir die wesentlichen Merkmale der Spin-Bahn-Kopplung und deren Aus-
wirkungen auf das Energiediagramm des Wasserstoffatoms bereits mit unserem
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E
A
i 3ds
3p3/2
E 3254
T e A P
32p1/2 3355/2 5335/2
3%d3,
|~
~
//
22p3/2
E 225,
T e e
3ase/2
22p1/2 o
|~
~
//
E, ...-..-..-& ............................................................

Abb. 14.3: Energiediagramm des Wasserstoffatoms unter Beriick-
sichtigung der Spin-Bahn-Kopplung fiir die Hauptquantenzahlen
n = 1, 2 und 3. Die gestrichelten Linien geben die Energieterme
E, = —Er/n? bei vernachliissigter Spin-Bahn-Kopplung an.

semiklassischen Modell beschreiben konnten, werden wir nur einen kurzen Uber-
blick {iber die wesentlichen Schritte und Resultate der quantenmechanischen
Berechnung geben und fiir genauere Ausfithrungen auf weiterfithrende Literatur
[11] verweisen.

Die rein quantenmechanische Behandlung erfolgt innerhalb der Rayleigh-
Schrodinger-Storungstheorie indem man vom Hamilton-Operator Hy ausgeht
und den Hamilton-Operator Hgp der Spin-Bahn-Kopplung als Stérung einfiihrt.
Die Energieverschiebung AEég in 1. Ordnung ist dabei durch den Erwartungs-
wert (Hsp) ~gegeben?. Mit (14.17) und gy ~ 2 erhalten wir

J

Yo 1,5,m

[e's) g 2w R
= / / / \Ij;kl,l,j,m]' HspWV,, 1 5.m;dp sin 9dordr
o Jo Jo

fe’e) T 21 i} QQUO Aoa, ) )
:/0 ; /0 \I/n’l,jmj (87rm2r3 S - L) \Ilml’j’mjd(p sin 9d9r<dr

(GG +1) — 1+ 1) - 3/4) <:3>qu . (14.42)

n,l,5,m

Wir verzichten auf die Berechnung des Erwartungswerts <1 / 7°3>\I, L und ge-
n, ,],mj

4Die Berechnung des Erwartungswerts muss fiir Eigenfunktionen des ungestérten Hamilton-
Operators erfolgen.
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ben hier nur das Resultat wider. Es ergibt sich

<1> _ mica® , (14.43)
3/ B33l +1/2)(1+1)

n,l,g,m

Einsetzen in (14.42) liefert
2 4
AED meo
SB T an3i(l+1/2)(1+ 1)

Es sei bemerkt, dass dieser Ausdruck fiir [ = 0 divergiert und daher nur fiir

(GG +1) = I(+ 1) — 3/4). (14.44)

I > 0 gilt. Fir [ = 0 verschwindet AEég. Damit ergeben sich unter Beriick-

sichtigung der Spin-Bahn-Kopplung die folgenden Energiewerte Eflll) j fiir das
Wasserstoffatom

EY = E,+AE)

n7l’j -

ERr mcat

=~ mr s e U T D ) = 3/4), 140,
(14.45)

14.2.6 Die Feinstrukturaufspaltung des Wasserstoffatoms

Wir haben bisher davon gesprochen, dass die Spin-Bahn-Kopplung fiir die Fein-
struktur verantwortlich ist. Um genau zu sein, ist dies nicht ganz korrekt, da
neben der Energiekorrektur AEég, bewirkt durch die Spin-Bahn-Kopplung,
noch zwei weitere Korrekturterme existieren. Alle drei Korrekturen werden un-
ter dem Namen relativistische Korrekturen zusammengefasst und bewirken die
Feinstrukturaufspaltung. Wir geben als néchstes eine kurze Auflistung der bei-
den zuséatzlichen Korrekturterme an und gehen dann auf die Gesamtlosung fiir
die relativistisch korrigierten Energiewerte des Wasserstoffatoms ein.

1. Relativistische Korrektur

Bisher haben wir das Elektron als nicht-relativistisches Teilchen betrach-
tet. Entwickelt man jedoch den relativistischen Ausdruck fiir die Energie
E fiir kleine Werte von p? ergibt sich

— 1 -2 2
Fovidrma—mer L0 )

om 8 m3e2

Terme hoherer Ordnung kénnen vernachlissigt werden, wenn Eig, << mc?,

d.h. v/e <« 1, was beim Wasserstoffatom fiir kleine Werte der magne-
tischen Quantenzahl m; gegeben ist. Damit ergibt sich zum Hamilton-
Operator Hy als Stérung der relativistische Hamilton-Operator

A\ 2
Hg = 1@ (14.47)

- 8 m3e2’
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dem Ausdruck fiir die Energiewerte E,
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Die entsprechende Energiewertkorrektur 1. Ordnung ist gegeben durch

2 4 1 3
AE(1) I _ _mca _ 2. 14.4
CHR) gy 1 e m3 \I+1/2 4n (14.48)

Darwin-Term

Das Elektron des Wasserstoffatoms ist nicht genau lokalisiert sondern
schwankt bzgl. seiner Position im Bereich von f/(mc). Diese ,,Zitterbewe-
gung” wird durch den zuséatzlichen Hamilton-Operator Hp bertiicksichtigt,
welcher gegeben ist durch

N _ﬂ'heo

D= 53 (), (14.49)

2m2c3

wobei §() (7%‘) den Diracschen Deltaoperator in drei Dimensionen bezeich-
net. Damit ergibt sich in 1. Ordnung der folgende Korrekturterm

mcat
2n3

AE) = 5.0- (14.50)

D.h. der Darwin-Term liefert nur einen Beitrag fiir [ = 0.

Die drei Korrekturen AEég, AE&1 ) und AE(I) fiihren zusammen zu folgen-

(1 )

des Wasserstoffatoms unter Bertick-

sichtigung relativistischer Korrekturen

E\) = B, + AEY) + AEY) + AE})

2 4
= _% A Ti/oé)(z VU I+ ) =3/4)
mcat 1 3 m62a45
T <l+1/2_4n> Top3 W0
Er  mc2at (j(G+1)—1(1+1)-3/4 1 3
T T ( AU+ 120+ I+12 an " l“)
Er mca* (3 1
T2 2n3(4n_j+1/2>
ER o? 1 3
=-— (1 +— <]+1/2 -~ 4n>> : (14.51)

D.h. die Energiewerte E( ) des Wasserstoffatoms héngen nur von den Quan-

tenzahlen n und j, aber nlcht von der Bahndrehimpulsquantenzahl { ab®. Die
Beriicksichtigung aller drei relativistischen Korrekturen liefert also eine Kor-

rektur gegentiber dem Ausdruck (14.45) fiir die Energiewerte ET(Lll) j des Was-
serstoffatoms unter Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung. Die korrigier-

ten Energiewerte F (1

)

zu den Zustanden n2s+1l des Wasserstoffatoms fiir die

Hauptquantenzahlen n = 1, 2 und 3 sind in Tab 14.3 zusammengestellt. Das
entsprechende Energiediagramm (siehe Abb. 14.4) gibt die Feinstrukturaufspal-
tung beim Wasserstoffatom wieder.
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Lj n»ty B
0 1/2 1%s1 —Er(1+0a?/4)
2 0 1/2 2%s15 —Egr/4(1+502/16)
1 1/2 2%p;5  —Egr/4(1+50%/16)
3/2 2%y —Er/A(l+a?/16)
3.0 1/2 3%sy5 —Eg/9(1+a?/4)
1 1/2 3pys  —Er/9(1+a?/4)
(
(
(

3/2 3p3;s  —Er/9(1+a?/12)
2 3/2 3%dyy —Er/9(1+a?/12)
5/2 3%ds;,  —Er/9(1+ a?/36)

Tab. 14.3: Die Zustéinde n?**1]; und die entsprechenden Energie-

werten ES? des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung der drei
relativistischen Korrekturen Spin-Bahn-Kopplung, Relativistische
Korrektur und Darwin-Term fiir die Hauptquantenzahlen n = 1, 2
und 3.

323,

-1.81-10% eV

Abb. 14.4: Energiediagramm des Wasserstoffatoms unter Be-
riicksichtigung der drei relativistischen Korrekturen Spin-Bahn-
Kopplung, Relativistische Korrektur und Darwin-Term fiir die
Hauptquantenzahlen n = 1, 2 und 3. Die gestrichelten Linien geben
die Energieterme E,, = —Er/n? an.

5Diese Aussage gilt nur fiir das Wasserstoffatom bzw. fiir Einelektronenatome und nicht fiir
Mehrelektronenatome. Dort haben Zustdnde mit verschiedenen Werten fiir [ aber gleichem
n und j unterschiedliche Energien.
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Neben diesen relativistischen Korrekturen, welche fiir die Feinstrukturauf-
spaltung des Wasserstoffatoms verantwortlich sind, ergeben sich noch weitere
Korrekturen, wenn man noch zusétzlich den Kern-Spin beriicksichtigt. Diese
Korrekturen bestimmen die sogenannte Hyperfeinstruktur.

14.3 Der anomale Zeeman-Effekt

In Kapitel 12 haben wir den sogenannten normalen Zeeman-Effekt besprochen,
d.h. den Effekt eines homogenen externen Magnetfelds auf die Energieniveaus
und damit das Spektrum des Wasserstoffatoms unter Vernachlassigung des Elek-
tronspins. Wir beriicksichtigen nun den Elektronspin, d.h. wir betrachten den
Effekt eines homogenen externen Magnetfelds B auf die Energieniveaus FE,, ;
(siehe Gl. (14.51)) des Wasserstoffatoms.

Der Gesamt-Hamilton-Operator H setzt sich nun aus Hy den drei relativis-
tischen Korrekturen H. SB, I;TR und I;TD, sowie dem Zeeman-Term K. 7 zZusaminen.
Mit pug = eh/(2m), (13.16) und (13.18) ist Hyz gegeben durch

A eB . A eB . N
:7-[/2 z NiLZ 2z
z 2m( + 9052) Qm( +25,)
eB . N
= Li 48, 14.52
(4, +5,) (14.52)

wobei wir angenommen haben, dass gy ~ 2. Wir beschranken uns hier auf den
Fall kleiner Magnetfelder, d.h. B < 10 T. In diesem Fall kénnen wir den Zeeman-
Term I:IZ als Storung gegeniiber dem Hamilton-Operator I:IO + I:ISB + I:IR + I:ID
betrachten und die durch das homogene externe Magnetfeld B bewirkte Energie-

verschiebung AEg) mittels Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie berechnen.

Dann ist AEél) gegeben durch den Erwartungswert <Hz>\pnyl’j’mj des Zeeman-
Terms® und wir erhalten mit (14.52)
1 A
AEé) = <HZ>‘I’n,l,j,mj
eB - A
= %<Jz + SZ)‘lfn 1,j,m
eB -
- = (5 + (500 15m, ) - (14.53)
Wir verzichten hier auf die Berechnung des Erwartungswerts <§Z>\Pnzj ., und
ALY
geben direkt das Resultat fiir s =1/2 an
5 JU+1) =1l +1)+s(s+1)
<Sz>q/n,l,j,'m- = hm] - (-
g 2j(G+1)
i(j+1)—I(l+1)+3/4
_ fim, 20D WD 3/ (14.54)
2j(G+1)

5Die Zustinde \I[n’ly]'ymj sind Eigenzustinde des ungestorten Hamilton-Operators ﬁo + I:ISB +
Hg + Hp und eignen sich daher fiir die Berechnung des Erwartungswerts.
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Fiir genaue Ausfiihrungen verweisen wir auf weiterfithrende Literatur [11]. Ein-
setzen in (14.53) liefert

AED — ghmj <1 LG+ -+ +3/4>
2m

2j(j +1)
= ugpBm;jgj, (14.55)

wobei der Landé-Faktor g; gegeben ist durch

JUH1) =10 +1) +3/4

750G 7T (14.56)

g9; =1+

Wir fassen zusammen:

Fiir die Energiewerte W des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung re-

n5l7j7mj
lativistischer Korrekturen im homogenen externen Magnetfeld B ergibt sich das
folgende Schlussresultat

EY = E,+AEY + AEY + AEY) + AED

n7l’j’mj
Er  Egro? 1 3
_ B _ 2 B 14.57
7’L2 n3 (] + 1/2 4n) + uBDHLM;4g;j, ( )

wobei der Landé-Faktor g; gegeben ist durch

JjG+1) =1l +1)+3/4

%G T 1) (14.58)

g =1+

Abb. 14.5 zeigt die durch den anomalen Zeeman-Effekt bewirkte Aufspaltung
der Zustéande 2251/2, 22p1/2 und 22p3/2 des Wasserstoffatoms.

Abb. 14.5: Aufspaltung der

12 1/2 1 2
(g = 2/3) P2
Zustéinde 2215, 2%p1)s
1212 0 2 und 2%ps3; des Wasser-
2254 { stoffatoms aufgrund des
. -1/2

anomalen Zeeman-Effekts.
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14.4 Zusammenfassung

- Die Wechselwirkung zwischen dem Elektronspin und dem Bahndrehimpuls
des Elektrons wird Spin-Bahn-Kopplung genannt und liefert die Erklarung
der im Experiment beobachteten Feinstruktur, wie z.B. die Aufspaltung
der ersten Linie der Balmer-Serie des Wasserstoffatoms in eine Doppellinie.

- Das einfache semiklassische Modell, das im Wesentlichen auf dem Bohr-
schen Atommodell beruht, liefert fiir die Spin-Bahn-Aufspaltung ASSeBmi
den Ausdruck

(1 +1) goZEra®

semi _ ) 14.59

Das Modell zeigt damit in Ubereinstimmung mit dem Experiment, dass
die Spin-Bahn-Aufspaltung mit steigender Kernladungszahl Z zunimmt
und fir den Wert null fiir die Bahndrehimpulsquantenzahl [ verschwin-
det. Zudem liefert es die Grossenordnung fiir die Spin-Bahn-Aufspaltung.
Fiir den 2p-Zustand des Wasserstoffatoms erhalten wir zum Beispiel einen
Wert von der Grossenordnung ASSeBmi ~1.60-107° eV.

- Der quantenmechanischen Beschreibung des Wasserstoffatoms unter Be-
riicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung liegt der folgende Hamilton-Ope-
rator zugrunde

2 2

. . . A 2
H=Hy+Hp=——NAN——— 490 10

;‘ I:: 14.60
2m dregr 2 8mm?2r3 s (14.60)

- Unter Beriicksichtigung des Elektronspins ist es von Vorteil die Ortswel-
lenfunktion ¢ (z,y, 2,t) und die Spinwellenfunktion (o) zu einer Gesamt-
wellenfunktion ¢ (z, y, z, 0, t) zu kombinieren. Unter Vernachlassigung der
Spin-Bahn-Kopplung kénnen Ort- und Spinsystem voneinander unabhén-
gig betrachtet werden und die Gesamtwellenfunktion 1y, j 1, m. (7,9, ¢, 0, 1)
des Wasserstoffatoms ldsst sich dann als Produkt von Ortswellenfunktion
Y 1,m, (1,0, ¢, t) und Spinwellenfunktion x,,, (o) schreiben.

- Im Hinblick auf die quantenmechanische Behandlung der Spin-Bahn-Kopp-
lung und die Betrachtung von Mehrelektronenatomen ist es hilfreich einen
Gesamtdrehimpuls J =L+ S einzufiihren. Die Produktwellenfunktionen
Y 1myms (750, @, 0,t) sind zwar auch Eigenfunktionen der z-Komponente
des Gesamtdrehimpulsoperators jz, jedoch nicht vom Quadrat des Ge-

samtdrehimpulsoperators J_2 Daher wechselt man vom blsherlgen voll-

stdndigen Satz kommutierender Operatoren H L2 LZ, 52 und S, zum

neuen ebenfalls vollsténdigen Satz kommutierender Operatoren H,J?, LQ,
52 und .J,. Die entsprechenden Eigenfunktionen o 1.5.m; (1,0, ¢, 0, ) mit
den Eigenwerten E,,, h2j(j+1), h2(1+1), h?s(s+ 1) und hm; lassen sich
als Linearkombination der Produktwellenfunktionen ¢y, ; ym, m, (7, ¥, ¢, 0, t)
schreiben. Die neuen Quantenzahlen j und m; konnen dabei die Werte
j=1%£1/2, wobei j >0 bzw. mj = —j, —j +1, ..., j — 1, j annehmen.
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- Mit diesen Grundlagen ergibt sich nach der Rayleigh-Schrédinger-Stor-

ungstheorie (1. Ordnung) fiir die Energiewerte Eflll) j des Wasserstoffatoms

unter Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung

1 _ (1)
E,;=En+ AEg

Er meat

= w2 T YUY IR = 3/4), 1A
(14.61)

D.h. fiir feste Quantenzahlen n und [ ergibt sich mit Ausnahme fiir die
s-Zustande (I = 0) eine Aufspaltung in zwei Energiewerte.

- In der Literatur wird fiir einen Zustand mit Hauptquantenzahl n, Bahn-
drehimpulsquantenzahl [, Spinquantenzahl s und Gesamtdrehimpulsquan-
tenzahl j die Bezeichnung nQS‘Hlj verwendet.

- Um genau zu sein, existieren neben der Energiekorrektur AEég, bewirkt
durch die Spin-Bahn-Kopplung, noch zwei weitere Korrekturterme: Der re-
lativistische Korrekturterm und der Darwin-Term. Alle drei Korrekturen
werden unter dem Namen relativistische Korrekturen zusammengefasst
und bewirken die Feinstrukturaufspaltung. Fiir die Energiewerte ET(LlJ) des
Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung relativistischer Korrekturen er-
gibt sich nach der Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie (1. Ordnung)

1 1 1 1
E\) = B, + AEY) + AEY) + AE})

oN o2/ 1 3
=——|14+—|—F - . 14.62
n? < T <j+1/2 4n)> ( )

D.h. die Energiewerte ET(ZIJ) des Wasserstoffatoms héngen nur von den
Quantenzahlen n und j, aber nicht von der Bahndrehimpulsquantenzahl
[ ab. Diese Aussage gilt nur fiir das Wasserstoffatom bzw. fiir Einelek-
tronenatome und nicht fiir Mehrelektronenatome. Dort haben Zustédnde
mit verschiedenen Werten fiir [ aber gleichem n und j unterschiedliche

Energien.

- Fiir die Energiewerte EW des Wasserstoffatoms unter Beriicksichti-

n7lzj7mj

gung relativistischer Korrekturen im homogenen externen Magnetfeld B
ergibt sich nach der Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie (1. Ordnung)

ED

n,l,3,m

_ (1) (1) (1) (1)
= Bn+ AEQ + AER) + AL + AE,

Er  Ero? 1 3
) 3 (] n 1/2 — 4n> + uBijgja (1463)

wobei der Landé-Faktor g; gegeben ist durch

JjG+1) —=1(l+1)+3/4
2j(j +1) '

gj =1+ (14.64)
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Das bedeutet, dass durch ein homogenes externes Magnetfeld B die durch

die Quantenzahl m; bewirkte Entartung der Energiewerte Er(ll) aufgehoben

J
wird. Dieser Effekt wird anomaler Zeeman-Effekt genannt.



Kapitel 15

Figenschaften elektronischer
(Dipol-) Ubergange

In quantenmechanischen Systemen wird das Auftreten von Ubergingen zwischen
einzelnen Energieniveaus durch sogenannte Auswahlregeln bestimmt. Diese ge-
ben Auskunft, ob ein Ubergang zwischen zwei Energieniveaus unter Emission
oder Absorption eines Photons moglich ist oder nicht. Dieses grundlegende Pha-
nomen haben wir bereits im Zusammenhang mit dem Auftreten von bestimmten
Spektrallinien im Wasserstoffatom in Abschnitt 12.4 angesprochen. In diesem
Kapitel untersuchen wir nun allgemein unter welchen Umsténden ein quanten-
mechanisches System von einem stationéren Zustand in einen anderen iibergeht
und leiten daraus die Auswahlregeln fiir die harmonische Oszillation einer La-
dung und fiir das Wasserstoffatom her.

Nach Abschnitt 9.4 existieren stationére Zustédnde nur dann, wenn das Po-
tential V eines Systems nicht explizit von der Zeit abhéngt. Befindet sich ein sol-
ches System in einem stationdren Zustand ¢, = un,e "#nt/" verweilt es in diesem
Zustand 1), solange es nicht gestort wird. In der Realitét ist die Lebensdauer in
einem stationdren Zustand jedoch in jedem Fall durch die Wechselwirkung des
Systems mit den Vakuumfluktuationen des elektromagnetischen Feldes, die zu
spontaner Emission fiihren, begrenzt. Des Weiteren konnte das System durch
eine externe elektromagnetischen Welle (Strahlungsfeld) gestort werden, eine
Wechselwirkung die, wie wir bereits kennengelernt haben, zu Absorption oder
stimulierter Emission fiihrt. Diese Wechselwirkung kann man derart betrach-
ten, dass dem zeitlich konstanten Potential V', welches die Energieniveaus des
Quantensystems bestimmt, ein zeitlich oszillierendes Storpotential iiberlagert
wird. Auf die Wechselwirkung des quantenmechanischen Systems mit elektro-
magnetischer Strahlung werden wir hier eingehen. Dabei beschreiben wir das
Strahlungsfeld durch eine klassische elektromagnetische Welle. Diese Betrach-
tung nennt man daher auch semiklassisch. Strenggenommen miisste jedoch auch
das Strahlungsfeld quantisiert werden, wie wir es beim harmonischen Oszillator
kennengelernt haben, ein Aspekt, der im Rahmen der Quantenoptik diskutiert
wird.

Auch wenn die semiklassische Betrachtung einige experimentelle Beobach-
tungen, wie die spontane Emission, nicht erklaren kann, liefert sie trotzdem eine
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gute und einfache Vorstellung fiir einen Ubergang zwischen zwei stationéren Zu-
stdnden eines Systems. Wir werden sie daher weiterverfolgen und fiir eine rein
quantenmechanische Behandlung auf weiterfithrende Literatur (siehe z.B. [11])
verweisen.

15.1 Oszillierende Ladungsverteilungen

Nach den Regeln der klassischen Elektrodynamik strahlt eine oszillierende La-
dungsverteilung elektromagnetische Wellen ab. Dieses Konzept soll nun auf eine
quantenmechanisch beschriebene Ladungsverteilung angewendet werden. Wir
betrachten dazu ein Teilchen (Elektron) der Ladung ¢, dessen Zustand durch
die Wellenfunktion v (z,y, z,t) beschrieben wird. Die Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen (Elektron) zur Zeit ¢ im Volumenelement dV um den Punkt z, y, z
anzutreffen ist |1 (z,y, z,t)|2dV. Daraus resultiert eine Ladungsdichteverteilung
p(x,y, z,t), die gegeben ist durch

p(x,y,2,t) = qlv(z,y, 2, ) (15.1)
Die Integration iiber den gesamten Raum ergibt entsprechend die Ladung ¢

/ oy, 2 1)dV = / a2 PV = g / Wy, 2 )2V = g, (15.2)

~~

=1

Nehmen wir nun an, das System befinde sich in einem stationdren Zu-
stand ¢s(z,y, z,t). Folglich hdngt dann die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdich-
te |vs(z,y, z,t)[? und damit die Ladungsdichte p(z,y,2,t) = qlvs(z,vy, z,t)|?
nicht von der Zeit ¢t ab. Nach der klassischen Elektrodynamik wiirde ein solches
System demzufolge keine elektromagnetische Strahlung aussenden.

Wie in der Einleitung des Kapitels erwdhnt, nehmen wir jedoch an, dass sich
das betrachtete System zusétzlich in einem Strahlungsfeld befindet, das durch
eine klassische elektromagnetische Welle beschrieben wird. Zum Potential V', das
nicht explizit von der Zeit abhéangt, kommt dann ein Stérpotential hinzu, das ex-
plizit von der Zeit abhéngt. Es ist dann die zeitabhéngige Schréodinger-Gleichung
zu betrachten, deren Losungen in diesem Fall keine stationdren Losungen mehr
sind. Bevor wir diese Berechnung in unserem semiklassischen Modell durch-
flihren, zeigen wir an den Beispielen eines quantenmechanischen harmonischen
Oszillators und des Wasserstoffatoms, dass nichtstéationdre Zustdnde existieren,
welche oszillierenden Ladungsverteilungen entsprechen. Ein System, das sich in
einem solchen Zustand befindet, sendet dann elektromagnetische Strahlung aus.

15.1.1 Der quantenmechanische harmonische Oszillator

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m und der Ladung ¢, welches eine har-
monische Schwingung in einer Dimension ausfiihrt und somit durch das Modell
des quantenmechanischen Oszillators beschrieben werden kann. Die stationédren
Zustande 1, (x,t) eines solchen Teilchens sind gegeben durch

U (x, 1) = un(z)e Ent/h, (15.3)
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mit u, () wie in (10.44).

Das Teilchen befinde sich nun in einem nichtstationdren Zustand (x,t),
der durch eine Linearkombination des Grundzustands to(x,t) und des ersten
angeregten Zustands i1 (z,t) beschrieben werden kann

W, t) = cotho(x, t) + crabr (z, 1) = coup(x)e T EN 4 ¢y (z)e AL/
= e_iEot/h (CQUQ(.’E) + Cc1u1 (-’E)B_i(El_EO)t/h) 3 (154)

wobei ¢g, ¢1 € R angenommen wird, damit das Skizzieren der Funktionen einfa-
cher fallt'. Wir kénnten zum Beispiel explizit den einfachen Superpositionszu-
stand mit cg =¢; =1/ V2 betrachten. Aus der Darstellung in der zweiten Zeile
in (15.4) ist ersichtlich, dass wir die Linearkombination ¢ (z, t) als Produkt eines
(physikalisch) unbedeutenden Gesamtphasenfaktors, der sich im Absolutquadrat
der Wellenfunktion nicht bemerkbar macht, mit einer Summe auffassen kénnen.
Diese Summe besteht aus einem zeitlich konstanten Term und einem mit der
Frequenz w = (E1—Ey)/h oszillierenden Term. Wir betrachten nun diese Wellen-
funktion 1 (z,t) sowie die entsprechende Ladungsverteilung p(z,t) = gl (z, t)|?
flir drei unterschiedliche Zeitpunkte, zum Zeitpunkt ¢ = 0, sowie nach einer
halben (¢ = ¢') und nach einer ganzen Periode (¢ = t”) dieser Oszillation:

a) Fir ¢ = 0 sind die Wellenfunktion t(z,0) und die entsprechende La-
dungsverteilung p(x,0) = gl (z,0)|?> gegeben durch (siehe Abb. 15.1 (a)
und (d))

P(x,0) = coup(z) + crui(x), (15.5)
p(x,0) = qlcouo(z) + cruy (z))?. (15.6)

b) Fir ¢ = wh/(E1 — Ep) sind die Wellenfunktion v (z,t") und die entspre-
chende Ladungsverteilung p(z,t') = g|¢(z,t')|? gegeben durch (siehe Abb.
15.1 (b) und (e))

Pz, t') = couo(w)e*iEO“/(EleO) + c1u1(a:)e*iE1“/(E1*E0)
= ¢ Pom/(E1=E0) (cqug(x) — crug (2)), (15.7)

plx, ') = qlcouo(x) — cru (z)]?. (15.8)

c) Fir ¢/ = 2rh/(E1 — Ep) sind die Wellenfunktion ¢ (z,¢") und die ent-
sprechende Ladungsverteilung p(z, ") = ql(z,t")|? gegeben durch (siche
Abb. 15.1 (c) und (f))

'(/J(.’L',t//) — Couo(x)e—2’iE()7r/(E1—E()) + Clul (l,)e—QiElﬂ/(El—Eo)
= e*QiEO’T/(EI*EO)(couO(x) + cyuy (z)), (15.9)

plz, ") = qleouo(z) + crug (). (15.10)

Im Allgemeinen sind die Koeffizienten ¢y und ¢; komplex, was zu einer zusitzlichen Phasen-
verschiebung fiihrt.
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@ Y(x,0) ® Yoot) © YOt

(d) p(x,0) (e ® POt

Abb. 15.1: Wellenfunktion (x,t) und entsprechende Ladungs-
verteilungen p(x,t) fir die drei Zeitpunkte (a), (d) t = 0, (b),
(e) t' = wh/(E1 — Ep) und (c), (f) " = 27h/(Ey — Ey) fir
co=c; =1/V2.

Aus den Abb. 15.1 (d) - (f) wird ersichtlich, dass sich der Ladungsschwer-
punkt von rechts (¢ = 0) nach links (¢’ = wh/(E1 — Ep)) und wieder zuriick nach
rechts (¢ = 27h/(FEy — Ey)) bewegt. D.h. im betrachteten nichtstationiren Zu-
stand pendelt der Ladungsschwerpunkt hin und her mit der Schwingungsperiode
T = t". Die Kreisfrequenz der Schwingung betrigt w = 27/T = (E1 — Ey)/h.
Wir untersuchen nun diesen Sachverhalt fiir zwei unterschiedliche Anfangszu-
stdnde etwas genauer.

Als erstes nehmen wir an, dass der Oszillator urspriinglich im Zustand n = 1
ist. Man kann sich dann vorstellen, dass er unter Emission eines Photons der
Energie iw = F1 — Fp in den Grundzustand n = 0 iibergeht. Dieses Photon
kommt zum urspriinglichen Strahlungsfeld hinzu. Das Emissionsphdnomen kann
entweder durch die Vakuumfluktuationen hervorgerufen worden sein, in diesem
Fall spricht man von spontaner Emission, oder durch ein bereits existieren-
des Strahlungsfeld induziert worden sein, wobei man von stimulierter Emission
spricht.

Nun betrachten wir den zweiten Fall, in dem der Oszillator urspriinglich im
Zustand n = 0 ist. Er wird dann dem externen Strahlungsfeld ein Photon der
Energie iw = E1 — Ey entziehen und dabei in den Zustand n = 1 {ibergehen. In
diesem Fall sprechen wir von Absorption elektromagnetischer Strahlung.

Diese Betrachtung impliziert, dass die Koeffizienten ¢y und ¢; in der Ent-
wicklung (15.4) des nichtstationdren Zustands ¢ (x,t) nach den beiden ersten
Eigenfunktionen des Hamilton-Operators von der Zeit abhdngen. Zum Beispiel
befindet sich im Fall der Absorption der Oszillator urspriinglich im Zustand
n = 0, d.h. vor dem Eintreffen der Stérung ist |co|> = 1 und |e1]? = 0. Wird
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dann ein Strahlungsfeld der Frequenz w = (F; — Ep)/h hinzugeschaltet, dann
nimmt die Wahrscheinlichkeit |c1|?, den Oszillator im Zustand n = 1 anzu-
treffen, von null ausgehend zu und umgekehrt die Wahrscheinlichkeit |co|?, den
Oszillator im Zustand n = 0 anzutreffen, von eins ausgehend ab.

Es sei bemerkt, dass wir aufgrund unserer Wahl des Zustands (z,t) durch
(15.4) den harmonischen Oszillator auf die niedrigsten zwei Zustdnde (Grund-
zustand und erster angeregter Zustand) beschréankt haben, d.h. wir haben ein
sogenanntes Zwei- Niveau-System betrachtet. Im Allgemeinen wird der harmoni-
sche Oszillator im Strahlungsfeld jedoch durch einen nichtstationéren Zustand
¥ (x,t) beschrieben, der als Linearkombination aller Eigenfunktionen ), (x,t) =
un(ac)e*iE”t/ " des ungestoérten Hamilton-Operators geschrieben werden kann

P(z,t) = cotpo(z,t) + v (z,t) + ... + cntPn(z,t) + ... . (15.11)

In diesem Fall muss unser einfaches Modell entsprechend erweitert werden. Zum
Beispiel treten in einem angeregten Zustand (n > 0) Absorption oder stimulierte
Emission gleichberechtigt auf.

15.1.2 Das Wasserstoffatom

Als Beispiel fiir einen nichtstationdren Zustand (r, 9, ¢, t) fiir das Wasser-
stoffatom betrachten wir eine Linearkombination des 1s-Zustands und des 2p-
Zustands. D.h. es gilt

P(r, 9,0, t) = c1v1,00(r, 9, 9, t) + caha1,0(r, 9, @, 1). (15.12)

Analog zum quantenmechanischen harmonischen Oszillator kann man auch hier
zeigen, dass diese Linearkombination einem oszillierenden Ladungsschwerpunkt
entspricht. Die Schwingung erfolgt entlang der z-Achse mit der Frequenz w =
(B2 — Eq)/h. Folglich ist es moglich, dass das Elektron des Wasserstoffatoms
durch Absorption oder (stimulierte) Emission eines Photons der Frequenz w =
(E2—E1)/h den Zustand wechselt. Die Frequenz w entspricht dabei dem Energie-
unterschied (Fy — E7) der beiden beteiligten Zusténde geteilt durch das Planck-
sche Wirkungsquantum h.

15.2 Semiklassische Berechnung der Absorption und
der stimulierten Emission

Im letzten Abschnitt haben wir an den beiden Beispielen quantenmechanischer
harmonischer Oszillator und Wasserstoffatom gesehen, dass ein quantenmecha-
nisches System (Teilchen, Elektron) in einem externen Strahlungsfeld seinen Zu-
stand aufgrund von stimulierter Emission oder Absorption wechseln kann. Das
Ziel ist es nun die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen (Elek-
tron) im Strahlungsfeld zu l6sen und dadurch diese beiden Vorgéinge stimulierte
Emission und Absorption zu beschreiben.

Fiir unsere semiklassische Berechnung treffen wir die folgenden Annahmen:
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Das externe Strahlungsfeld wird durch eine ebene elektromagnetische Wel-
le beschrieben mit Ausbreitungsrichtung entlang der z-Achse und E' || x-
Achse und B || y-Achse.

Der Einfluss des Magnetfelds B der elektromagnetischen Welle auf die
Bewegung des Teilchens (Elektrons) werde gegeniiber dem Einfluss des
elektrischen Felds E der elektromagnetischen Welle vernachlassigt. Diese
Annahme ist gerechtfertigt, wenn v/c < 1, was beim Wasserstoffatom fiir
kleine Werte der magnetischen Quantenzahl m; gegeben ist.

Im Gebiet, in dem sich das Teilchen (Elektron) aufhilt, betrachten wir
das elektrische Feld E der elektromagnetischen Welle als homogen. Dies
ist erfiillt, wenn die Wellenldnge der Strahlung gross ist im Vergleich zum
Atomdurchmesser (~ 1 A), was fiir sichtbares Licht (A ~ 500 nm) sehr
gut erfiillt ist.

Aufgrund des elektrischen Feldes E der elektromagnetischen Welle wirkt
auf das Teilchen der Ladung ¢ eine dussere Kraft Fj(¢) entlang der x-
Achse, die gegeben ist durch

F,(t) = qEp cos(wt), (15.13)

wobei Ey die Amplitude des elektrischen Felds E der elektromagnetischen
Welle und w deren Frequenz ist. Dieser Storkraft ldasst sich mit Hilfe der
Beziehung F,(t) = —0V'(z,t)/0x ein Storpotential V' (x,t) zuordnen. Es
gilt

V'(z,t) = —qEoz cos(wt). (15.14)
Wir nehmen nun an, dass das Storpotential V'(x,t) so beschaffen ist,

dass das Teilchen (Elektron) vom stationdren Zustand 1, (z,y, z,t) in den
stationdren Zustand ¢g(z,y, z,t) iibergeht, wobei

ValT,y,2,t) = ug(z,y, z)efiE“t/h, (15.15)
Yg(x,y, 2, t) = ug(x,y, z)e_iEﬁt/h. (15.16)
Hier sind « bzw. 8 die Quantenzahlen, die den Zustand beschreiben. Nach
Abschnitt 15.1 erwarten wir, dass dies erfiillt ist, wenn fuw = |Eg — E,|.
Ebenfalls nach Abschnitt 15.1 wahlen wir als Ansatz fur den nichtstatio-

ndren Zustand ¢ (x,y, z,t), in welchen das Teilchen (Elektron) durch die
Storung, bewirkt durch das Strahlungsfeld, ibergeht

?ﬂ(% Y, Z7t) = Ca¢a($7y7 Zat) + Cﬁ¢ﬁ($, Y, Zat)v (1517)

wobei, wenn wir uns auf zwei mogliche Zustande beschrianken (Zwei-Niveau-
Néherung), die folgende Normierungsbedingung gilt

lcal? + |es)® = 1. (15.18)
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Es sei bemerkt, dass bei einer Messung das Teilchen (Elektron) mit der
Wabhrscheinlichkeit |c,|? im Zustand v, (z,y, z,t) oder mit der Wahr-
scheinlichkeit |c5|? im Zustand ¢(z, y, 2, t), gefunden wird, wobei sich die
Mittelwerte von |cq|? und |cs|? in der Zeit dndern (siehe Abschnitt 15.1).
Folglich befindet sich das System zu keinem Zeitpunkt in einem Zustand,

der ,zwischen" den beiden stationéren Zusténden ¢ (x,y, 2, t) und ¥5(z, y, 2, t)
liegt.

Wir berechnen nun ausgehend von diesen Annahmen die zeitliche Anderung
des Koeffizienten cg und damit die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeit
lcg|? das Teilchen (Elektron) im Zustand tg(z,y, z,t) anzutreffen. Mit Hilfe
von (15.18) ergibt sich daraus dann die zeitliche Anderung der Wahrscheinlich-
keit |cq|? das Teilchen (Elektron) im Zustand v, (z, y, 2, t) anzutreffen.

Fiir das ungestorte Teilchen (Elektron) ist der Hamilton-Operator H gege-
ben durch

. h?

H= —%A—I—V(:E,y,z). (15.19)

Die entsprechende zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung lautet

Hi(x,y, z,t) = th

(15.20)
und wird durch die beiden stationdren Zustande ¢ (z,y, z,t) und ¥g(z,y, 2, 1)
gelost. Ebenfalls ist die Linearkombination ¢ (z,y, z,t), gegeben durch (15.17),
Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung, da diese linear und homogen
ist.

Wir fligen nun das zeitabhéingige Storpotential V’(x,t) hinzu. Die neue zeit-
abhéangige Schrodinger-Gleichung lautet dann

oY(x,y, 2, t)

(H + V' (w, ) (w,y,2,1) = ih——

(15.21)
Die stationédren Zusténde ¢q(z,y, 2,t) und 9g(z,y, 2,t) sind dann aufgrund
der Zeitabhéngigkeit des Potentials keine Losungen der neuen zeitabhéngigen
Schrodinger-Gleichung. Hingegen ist die Linearkombination ¢(x,y, z,t), gege-
ben durch (15.17), eine Naherungslosung, wenn die Koeffizienten ¢, und cg eine
geeignete Zeitabhangigkeit haben. Wir dndern daher unseren Ansatz (15.17)
insofern, dass wir den beiden Koeffizienten ¢, und cg eine Zeitabhangigkeit hin-
zufiigen, d.h. es gilt

U(x,y,2,t) = cat)alz,y, 2,t) + ca(t)s(z,y, 2, 1). (15.22)

Wie bereits erwdhnt, nehmen wir zusétzlich an, dass sich das Teilchen vor dem
Einschalten der Stérung im Zustand v (x,y, 2,t) befindet, d.h. wir betrachten
die Anfangsbedingung

cat=0)=1, (15.23)
ca(t = 0) = 0. (15.24)
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Zur Berechnung der Zeitabhangigkeit von cg gehen wir nun von der zeitab-
héngigen Schrodinger-Gleichung (15.21) aus und setzen unseren neuen Ansatz (15.22)
fiir die Wellenfunktion v (z,y, z,t) ein. Es ergibt sich

ca(t) Hpo(@,y, 2,1) + ca(t) Hg(x, y, 2, 1)
+ ca(O)V (@, ) ha(x,y, 2,t) + cs(O)V (2, t) (. y, 2, 1)
. 8 o bl ) 9 8 Y Y ’t
=ih <Co¢(t)w (xaty =1) +cﬁ(t)wﬁ(x8§/ - >>

[ Ocq(t) Ocs(t)

Y, vy, z,t)) . (15.25)

Da o (z,y, 2,t) und ¢g(x, y, z,t) Losungen der ungestorten zeitabhéngigen Schréodinger-
Gleichung (15.20) sind, kiirzen sich einige Terme gegenseitig weg und wir erhal-
ten

Ca OV (2, )0 (2, y, 2,t) + cﬂt)V’(w, tvs(z,y, 2, t)

=ih <ac‘)‘(t) Yolz,y, 2,1) + (%gt(t) Vvs(z,y, 2, t)) . (15.26)

ot

Wir multiplizieren nun die Gleichung von links mit w;(:v, Y, z,t) und integrieren
iiber den gesamten Raum. Es ergibt sich

alt) / 5,y 2 OV (s ),y 2, )V

+Cg(t)/¢E(m,y,z,t)V’(x,t)i/Jg(az,y,z,t)dV

dea )
= ih Cat(t>/¢5(xvy7zat)¢a(x,y,z,t)dV
=0
Ocg(t
+ Cgt()/Qp;}(%y,Z,t)iﬂﬁ(a:,y,z,t)dv ) (15.27)

=1
Somit ergibt sich fiir die zeitliche Anderung des Koeffizenten cg(t) das folgende
Resultat

9
Cgt(t) :% (ca(t)/¢2(x,y, 2OV (@, )P0, y, 2, 1)dV

+05(t)/wg(x,y,z,t)V'(x,t)i/Jg(Ly,z,t)dV). (15.28)

15.2.1 Lo6sung fiir schwache, streng monochromatische Strah-
lung

Wir berechnen nun die Losung dieses Ausdrucks fiir schwache, streng monochro-
matische Strahlung, d.h. wir betrachten ein Teilchen (Elektron) der Ladung ¢
im Strahlungsfeld, das die folgenden Annahmen erfiillt:
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1. Das Strahlungsfeld wird durch eine elektromagnetische Welle mit einer
genau definierten Frequenz beschrieben.

2. Das durch das Strahlungsfeld bewirkte Storpotential V' (z,t) ist so klein,
dass die Anderung von |c,|? und damit auch von |eg|? in der Zeit 1/w
sehr klein gegeniiber 1 ist. Diese Bedingung ist im Allgemeinen sehr gut
erfiillt, denn die intra-atomare? elektrische Feldstéirke ist von der Grossen-
ordung e/a? und damit viel grosser als die elektrische Feldstérke in einer
Lichtwelle, die man unter gewohnlichen Bedingungen antrifft.

3. Die Storung ist so schwach, dass selbst nach sehr vielen Oszillationsperi-
oden T = 27 /w immer noch ¢, ~ 1 und cg < 1 (vgl. mit den Anfangsbe-
dingungen (15.23) und (15.23)).

Damit vereinfacht sich (15.28) zu

Ocp(t 1 .
gt( ) ~ m/wﬂ(xuy7Z7t)vl(x7t)¢a(x7yaz7t)dv
= Z,lhei(Eﬁ_Ea)t/h/urZ(x,y,z)V’(:L',t)ua(ac,y, z)dV. (15.29)

Mit V'(x,t) = —qFEpx cos(wt) (siehe Gl. (15.14)) erhalten wir

t .
acgt( ) -~ _%ez(EB*Ea)t/tho cos(wt)/ug(x,y,z)xua(x,yjz)dvj (15.30)
i

E.Iﬁa

wobei xg, Matrivelement des Ubergangs o« — S fiir lings der x-Achse polari-
sierter elektromagnetischer Strahlung genannt wird. Dabei gilt die Regel:

Wenn das Matrixelement xg, endlich ist, dann ist der Ubergang erlaubt und
wenn es verschwindet, dann ist er verboten.

Im Fall eines nichtverschwindenden Matrixelementes entspricht der Zustand
Y(z,y,2,t) = ca(t)a(z,y,2,t) + c(t)s(z,y,2,t) einem oszillierenden La-
dungsschwerpunkt und im Fall eines verschwindenden Matrixelementes steht
der Ladungsschwerpunkt still. Die Bezeichnung Matrixelement riihrt daher, dass
man die moglichen Ubergéinge in einem System mit mehreren stationiren Zu-
standen in der Form einer (hermiteschen) Matrix tibersichtlich darstellen kann.
Wir betrachten nun die Eigenschaften der Matrixelemente x, etwas genauer.

Interpretation der Matrixelemente

Wir betrachten als erstes die Diagonalelemente xgg multipliziert mit der Ladung
q und erhalten

2Intra-atomar bedeutet innerhalb des Atoms.
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D.h. der Ausdruck gzgg entspricht dem Erwartungswert der x-Komponente des
elektrischen Dipolmoments des Teilchens (Elektrons) im Zustand v3(z,y, 2, t).
Zum Beispiel verschwindet dieser Erwartungswert fiir die stationdren Zusténde
des Wasserstoffatoms, was bedeutet, dass das Wasserstoffatom kein permanentes
Dipolmoment besitzt.
Wir kommen zu den nichtdiagonalen Elemente und betrachten dazu den
Zustand
(x,y, 2,t) = 1/V20%a(2,y, 2,1) + 1/V205(x, y, 2, 1) (15.32)

Der Erwartungswert <qa:)w fiir das elektrische Dipolmoment betragt fiir diesen
Zustand

(40 =1 [ (.95 000w, 2,V
1
= 2(1/wz(x,y,zi)wa(w,y,z,t)dV

1

+ 50 ( [ opto v evatep.z 007

- wzz(x,y,z,twg(x,y,z,t)dv)
1

+ 2q/¢;§(a;,y,z,t)mwg(x,y,z,t)dv. (15.33)

Das erste und das letzte Integral verschwinden sowohl fiir das Wasserstoffatom
als auch fiir den quantenmechanischen harmonischen Oszillator. Das Integral in
der Mitte ist reell, denn es stellt den Realteil von

q/%(ﬂ?,y, z, ) xa(z,y, 2,t)dV (15.34)

dar. Es ergibt sich somit mit wg, = (Eg — E,)/h und 25, = |74 e?

1 ) — L *
(qu>w = 5(] € (Es Ea)t/r/uﬂ(x7yaz)xua(xaya Z)dv

=Zgq

+€—i(E5—Ea)t/ﬁ/uZ(x,y,z)mw(x,ya z)dV

-~

:xﬁa

1 e i

= q|zga| cos(wpat + 9). (15.35)

D.h. bei gleichen Entwicklungskoeffizienten ¢, = cg = 1/v/2 ist g|zg,| die Am-
plitude der Schwingung des Erwartungswerts des elektrischen Dipolmoments.
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Beim Wasserstoffatom werden die nichtdiagonalen Matrixelemente also von
der Grossenordnung des Bohrschen Radius ag sein, sofern sie nicht verschwinden
(was aus Symmetriegriinden vorkommen kann).

An dieser Stelle sei noch folgende Bemerkung gemacht: Eine notwendige,
aber nicht hinreichende Bedingung, dass xg, nicht verschwindet und somit der
Ubergang a — f3 erlaubt ist, ist, dass us(z,y,2) und ug(z,y,z) verschiedene
Parit#t® haben miissen, denn wenn wug(z,y, z) und ug(x,y, 2) gleiche Paritét
haben, ist ug(x,y, 2)*xuq(z,y, 2) eine ungerade Funktion und zg, verschwin-
det. Zum Beispiel haben die Wellenfunktionen 3 o(r, ¥, ¢) und 9320(r, 3, ¢)
des Wasserstoffatoms beide gerade Paritét?®. Folglich verschwindet das entspre-
chende Matrixelement z(3 3 0y(3,0,0) und der Ubergang (3,2,0) — (3,0,0) ist
verboten.

Zeitabhingigkeit der Besetzungswahrscheinlichkeit des Zwei-Niveau
Systems

Unser Ziel ist es nun ausgehend von (15.30) die Wahrscheinlichkeit |cg(t)|?, das
Teilchen (Elektron) zur Zeit ¢ im Zustand vg(x,y, 2,t) anzutreffen, zu berech-
nen. Mit wgq = (Eg—E,)/h konnen wir (15.30) in der folgenden Form schreiben

dep(t) N _quxﬁoc oiwsat

ot ih
— _EO(-.ICI:/BO‘ eiu.)5ate
ih 2

Eoqra i(Waa+ j -
— _ ZYiPpa Batw)t i(Wpa w)t>. 15,
2ih (e € (15.36)

cos(wt)

wwt + 6—zwt

Integration iiber die Zeit liefert

[P acs(t)
es(t) = /0 o i

t
~ _quwﬁa/ (ei(Wﬁa+w)t + ei(wﬁa_w)t) dt’
0

2th
E, i(wgatw)t _ 1 i(wga—w)t _ 1
_ Z09%Ba (€ 4 . (15.37)
2h W +w Wpa — W

Wir treffen nun die Annahme, dass die Frequenz w der eingestrahlten Welle
(Strahlungsfeld) sehr nahe bei wg, liegt und unterscheiden die beiden Fille
Absorption und (stimulierte) Emission (siche Abb. 15.2):

a) Absorption

Im Fall der Absorption der einfallenden Strahlung liegt der Energiewert
des Ausgangszustands 1, (z,y, z,t) unter demjenigen des Endzustands

3Zwei Funktionen besitzen unterschiedliche Paritit, wenn sie unterschiedliches Transforma-
tionsverhalten bzgl. ¥ — —7 zeigen. Falls () = ¢ (—7) hat ¢(¥) gerade Paritdt und falls
P(7) = —(—7) hat 1 (7) ungerade Paritit.

“Die Parititstransformation 7 — —7 lautet in Kugelkoordinaten (1,9, ¢) — (r,m — 9, + 19).
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(a) (b)

E E
Ep, Ve Eq, Wa
Eq, Wq Ep, Vs Abb. 15.2: Energiediagramm fiir (a) die
Absorption und (b) die stimulierte Emissi-
Absorption Emission on eines Zwei-Niveau-System mit den Zu-

standen 9, (x,t) und g(z,t).

Yg(z,y,2,t), d.h. es gilt wgy = (Eg — Eq)/h > 0 und damit
lwga +w| > |wga — w| = |Aw]. (15.38)

Folglich kénnen wir den ersten Summanden in (15.37) vernachlédssigen und
wir erhalten

qux,Ba eiAwt -1

cs(t) oF A (15.39)
Fiir die Wahrscheinlichkeit |cz(¢)|? ergibt sich somit
2 B3aPlvsal? |2 -1
s(p)? ~ DTl |

B qu2|1’,8a|2 6iAwt -1 e—iAwt -1

B 4h? < Aw Aw >
E8q2|$ﬁa|2 2 eiAwt _ e—iAwt

- 4h2 Aw?

_ EqP|wpal? 2 — 2cos(Awt)

N 4h? Aw?

B quQ\xga\Q sin?(Awt/2) (15.40)

h? Aw? '

b) (Stimulierte) Emission

Im Fall der (stimulierten) Emission liegt der Energiewert des Ausgangszu-
stands 9o (2,9, z,t) iiber demjenigen des Endzustands ¢g(x, v, 2,t), d.h. es
gilt wgy = (Eg — Ey)/h < 0 und damit

lwga — w| > |wga + w| = |Aw]. (15.41)
Folglich kénnen wir den zweiten Summand in (15.37) vernachlassigen und
wir erhalten

E 1Awt 1
cplt) ~ — =0
2h Aw

was mit dem Ausdruck (15.39) fiir die Absorption iibereinstimmt. Fiir die
Wahrscheinlichkeit |cg(t)|? ergibt sich somit analog zu (15.40)

(15.42)

E2q?|zpa|? sin?(Awt/2)
h? Aw?

lea(t)I? (15.43)
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Es resultieren somit fiir die Absorption und die (stimulierte) Emission die-
selbe Formel fiir die Wahrscheinlichkeit |cz(2)|?, d.h. Absorption und stimulierte
Emission sind gleich wahrscheinlich.

Wir diskutieren nun diesen Ausdruck fiir |cs(¢)|? indem wir die Funktion
g(Aw,t) = sin?(Awt/2)/Aw? als Funktion von Aw fiir festes ¢ betrachten (sie-
he Abb. 15.3). Da wir monochromatische Strahlung betrachten, miissen wir
annehmen, dass die Storung schon vor unendlich langer Zeit begann, denn ei-
ne Kosinusschwingung endlicher Zeitdauer hitte ein Spektrum endlicher Breite.
Wenn wir nun also die Dauer der Stérung gegen unendlich streben lassen, miissen
wir gleichzeitig die Storamplitude gegen null streben lassen, damit die unseren
Berechnungen zugrunde liegenden Annahmen nicht verletzt werden. Dadurch
wird g(Aw,t) zusammengeschoben und ist nur noch bei Aw = 0 von null ver-
schieden. Die Wahrscheinlichkeit |cz(¢)|? ist also nur dann von null verschieden,
wenn |wge| = w, d.h. wenn

hw = |Es — Ea. (15.44)

Diese Bedingung wird Bohrsche Frequenzbedingung oder einfach Resonanzbe-
dingung genannt.

15.2.2 Losung fiir schwache, nicht-monochromatische Strahlung

Bisher haben wir angenommen, dass das Strahlungsfeld durch eine monochro-
matische elektromagnetische Welle beschrieben wird. Wir betrachten nun in
diesem Abschnitt den Fall, in dem das Strahlungsfeld durch eine elektromagne-
tische Welle mit kontinuierlichem Spektrum beschrieben wird. Nach Gl. (15.40)

ist der Beitrag d|cs(t)|? des Frequenzbereichs zwischen w und w + dw zu |cg(t)[?
gegeben durch
Eo(w)?q?|m5a)? sin?(Awt/2)
2 0 Ba
dlcg(t)]” ~ 72 N dw, (15.45)

wobei die Amplitude Fp(w) neu von der Kreisfrequenz w abhéngt. Die Ge-
samtwahrscheinlichkeit |cg(t)|? ergibt sich durch Integration iiber w. Dazu darf
nach den Ausfilhrungen am Ende des Abschnitts 15.2.1 das Amplitudenquadrat
E2(w) durch den festen Wert E3(wga) ersetzt werden, wenn man annimmt, dass

g(Aw,t)

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Abb. 15.3: Die Funktion g(Aw,t) als
61 -4n -2x O 2r  4n GnAw " Funktion von Aw bei festem t.
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die nichtmonochromatische Stérung léngere Zeit dauert. Es ergibt sich damit

ea(t))? = / dles ()

E 2.2 2 00 (12
- 0(wga)™q”|wgal / sin”(Awt/2) dAw
h? oo Aw?
=mt/2
Eo(wsa)2¢% | 502
_ TEopa) alesal” (15.46)

2h?

Die Wahrscheinlichkeit |cg(t)|? das Teilchen (Elektron) im Zustand vg(z,y, z,t)
anzutreffen ist also folglich proportional zur Zeit ¢ und wir erhalten fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeit Wa—s pro Zeiteinheit

lea(t)?  mEy(wga)?q?| w0
Wasg = 5t = 5%2 Bal | (15.47)

Es ist zu beachten, dass dieses einfache Resultat aufgrund der sehr vereinfachten
Annahmen, die unserem Modell zugrunde liegen, zustande gekommen ist. In
der Realitdt beobachtet man mit der Zeit oszillierende Wahrscheinlichkeiten
lca(t)? o< cos?(T't) und |cg(t)|? o sin?(T't), d.h. es tritt abwechselnd stimulierte
Emission und Absorption auf und die Besetzung der beiden Zusténde o und 3
wechselt hin und her. I" bezeichnet dabei die Frequenz dieser Oszillation.

15.3 Auswahlregeln

Wie wir in Abschnitt 15.2.1 gesehen haben, ist der Ubergang (elektrischer Dipol-
iibergang) zwischen zwei Energieniveaus unter Emission oder Absorption eines
Photons moglich, wenn das entsprechende Matrixelement nicht verschwindet,
ansonsten ist er verboten. Eine allgemeine notwendige Bedingung fiir das Nicht-
verschwinden eines Matrixelements haben wir bereits in diesem Zusammenhang
kennengelernt: Anfangs- und Endzustand miissen unterschiedliche Paritit ha-
ben.

In diesem Abschnitt leiten wir nun die Auswahlregeln fiir den quantenme-
chanischen harmonischen Oszillator und das Wasserstoffatom her, d.h. die Be-
dingungen fiir das Nichtverschwinden der Matrixelemente.

15.3.1 Auswahlregeln fiir den quantenmechanischen harmoni-
schen Oszillator

Nach Abschnitt 10.2.4 ist der quantenmechanische harmonische Oszillator durch
die Eigenfunktionen 1, (x,t) und die Energieeigenwerte F,, charakterisiert, die
gegeben sind durch

(@, 1) = up(x)e”Fnt/h, (15.48)

B, = hw <n + ;) , (15.49)
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wobei
un(z) = (2"nl/mge” P2, (2 /20). (15.50)

Aus Gl. (15.49) ist ersichtlich, dass der Abstand benachbarter Energieniveaus
unabhéngig von der Quantenzahl n ist und hw betrégt. Ebenfalls ist ersichtlich,
dass die Eigenfunktionen gerade Paritdt haben, wenn n gerade ist und ungerade
Paritét, wenn n ungerade ist. Nach der bisher notwendigen ,Paritétsregel” fiir
das Nichtverschwinden eines Matrixelements wéaren also folglich die Frequenzen
w, 3w, dw, ... fiir die emittierte bzw. absorbierte Strahlung zugelassen. Jedoch
sollte sich bei sehr hohen Quantenzahlen n der quantenmechanische harmonische
Oszillator wie ein klassischer harmonischer Oszillator verhalten und von diesem
weiss man, dass er nur Strahlung der Frequenz w emittieren bzw. absorbieren
kann. Aus diesem Grund ist zu vermuten, dass nur die Matrixelemente benach-
barter Zusténde nicht verschwinden. Die entsprechende Auswahlregel wire dann
An = +1.

Wir iiberpriifen diese Vermutung, in dem wir das Matrixelement x,,,, fiir
zwei beliebige Zustdnde uy,, (z) und u,,(z) berechnen. Es gilt

gy :/ Un, (Z)TUnp, (2)d. (15.51)

—00

Einsetzen von (15.50) ergibt

[e.e]
Tngny = (2"2+"1n2!n1!7rx0)1/2/ ef(x/mO)QHm(:z/xg)me(m/:zo)da:.
—0oQ

(15.52)
Mit der Substitution y = z/z¢ erhalten wir
e 2
Tnong = (2”2+”1n2!n1!7r)_1/2x0/ e Y Hy,(y)yHnp, (y)dy. (15.53)
—0o0
Nach der Rekursionsformel (I.3) gilt
1
YHn, (y) = mHp, —1(y) + iHm-l—l(y)’ (15.54)
Einsetzen in (15.53) ergibt
0 2
Tngn, = (272 M nylng Im) = 20 <n1/ eV Hy,(y)Hny—1(y)dy
—0o0

1 [/ _»

sy [ e Hm(y)HmH(y)dy). (15.55)
—0o0

Mit Hilfe der Orthogonalitatsrelation (I.7) wird klar, dass das Matrixelement

ZTpyn, NUr dann nicht verschwindet, wenn ng = ny — 1 oder ng = ny + 1 ist.

Damit gilt:
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Die Auswahlregel fiir elektrische Dipoliibergénge zwischen den Energieniveaus
beim quantenmechanischen harmonischen Oszillator lautet

An = +1. (15.56)

Wir berechnen nun das Matrixelement z,,, fiir den Ubergang ny=n+1—
ng = n. Einsetzen in (15.55) liefert

o0

n = @ k4 01 (04 1) [ ) )

—00

5 | e Bty (1557

Mit Hilfe der Orthogonalitétsrelation (I.7) lasst sich dieser Ausdruck berechnen.
Insbesondere verschwindet der zweite Summand und wir erhalten

1
Tnni1 = 220l (n + 1D)n) ™Y 200(n + 1)v/72"n! = 204/ n—2|— . (15.58)

wobei 9 = \/h/(wm). Fiir den inversen Ubergang ny = n — ng = n + 1
ergibt sich der gleiche Ausdruck. Demzufolge zeigt das Matrixelement x, 541
des quantenmechanischen harmonischen Oszillators bzgl. der Quantenzahl n
eine Wurzelabhéngigkeit.

15.3.2 Auswahlregeln fiir Dipoliiberginge im Wasserstoffatom

In den bisherigen Betrachtungen wurde angenommen, dass das elektrische Feld
langs der x-Achse oszilliert. Im Beispiel des eindimensionalen quantenmecha-
nischen harmonischen Oszillators haben wir deshalb die Oszillationsachse der
Masse m mit der x-Achse gleichgesetzt und das entsprechende Matrixelement
2o bestimmt. Beim Wasserstoffatom handelt es sich nun um ein dreidimen-
sionales System. Die Richtung des elektrischen Feldes wahlen wir nicht mehr
entlang der x-Achse, sondern wir unterscheiden allgemein die beiden Félle li-
near polarisierte und zirkular polarisierte Strahlung. Im weiteren ist neu die
Oszillation des Ladungsschwerpunkts lings der x-, y- und z-Achse zu betrach-
ten. Entsprechend ist das zu betrachtende Matrixelement ein Vektor, dessen
Komponenten gegeben sind durch

%:/ / / (2,1, 2)tia (2., 2)dV, (15.59)
yﬁa:/ / / (2,1, 2)ytta (2, 3, 2)dV. (15.60)
zﬁa—/ / / (x,y, 2)zuq(z,y, 2)dV. (15.61)

Wir vernachléssigen hier einfachheitshalber den Spin des Elektrons und kénnen
daher den Anfangszustand u(z,y, z) des Wasserstoffatom durch die drei Quan-
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tenzahlen n, [ und m; und den Endzustand ug(x,y, z) durch die drei Quanten-
zahlen n’, I und mj charakterisieren. Entsprechend diesen drei Freiheitsgraden
werden die Auswahlregeln aus drei Bedingungen bestehen.

Wir verwenden nun die Eigenfunktionen ty, (7,9, ¢), welche nach GI.
(11.86) gegeben sind durch

Un,l,my (r,7,0) = Rn,l(r)@l,mz (ﬁ)q)mz (¢) (15.62)

und berechnen entsprechend die Matrixelemente x4, yg, und zg, in Kugelko-
ordinaten. Mit den Transformationsregeln & = r sin ¥ cos ¢, y = rsin ¥ sin ¢ und
z = rcos?d und dem Volumenelement dV = r2dr sin 9dddy erhalten wir

S = [ Bt ()Rt [ 1y (0)01,m, () sin 909
0 0
2T
| @) cos e (15.63)
yﬁa :/ Rn/’l/<7")Rn’l(T’)7’3d’r/ @l’,m;(ﬁ)@l,ml(ﬁ> Sil’l2 Q9d7.9
0 0

2
/D 071 (2) P, (0) sinpdep, (15.64)

2o = /0 R o (1) Rt ()13 | Oy (9)Oym, () cos 9 sin 9

2T
| @0 o (15.65)

Wie bereits erwahnt unterscheiden wir nun die beiden Félle linear und zirkular
polarisierte Strahlung.

Linear polarisierte Strahlung

Beim freien® Wasserstoffatom ist eine einzige Achse ausgezeichnet, die z-Achse.
Sie ist durch das Experiment bestimmt, das man an den Atomen durchfiihrt. Im
Fall linear polarisierter Strahlung oszilliert das elektrische Feld entlang einer fes-
ten Achse und aufgrund den Voraussetzungen, die unserer Niherung zugrunde
liegen, konnen wir es im Volumen, in dem sich das Elektron mit grosser Wahr-
scheinlichkeit aufhélt, als homogen betrachten. Demzufolge ist bzgl. des elek-
trischen Feldes nur dessen Schwingungsachse ausgezeichnet. Aus diesem Grund
ist die z-Achse parallel zum elektrischen Feld zu wahlen. Folglich oszilliert der
Ladungsschwerpunkt entlang der z-Achse, d.h. es ist nur die Komponente zg,
des Matrixelements zu betrachten. Damit zg, nicht verschwindet, miissen alle
drei Faktoren in (15.65) ungleich null sein. Wir betrachten diese nun einzeln:

a) Der erste Faktor (Radial-Abhdngigkeit)

Der erste Faktor enthéilt keine Auswahlregel.

SUnter einem freien Atom verstehen wir ein Atom, das nicht in ein Molekiil oder in einen
Kristall eingebaut ist.
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b) Der dritte Faktor (Azimutwinkel-Abhdngigkeit)
Nach (11.22) ist die Funktion ®,,,(¢) gegeben durch

Dy, () = \/12?62'"”%’. (15.66)
Somit ergibt sich fiir den dritten Faktor
2 1 2 ,
| eommtorto = oo [ emismozay
/
_ {(1) Z; i :i (15.67)

Demzufolge erhalten wir folgende notwendige Bedingung fiir einen elektri-
schen Dipoliibergang bei linear polarisierter Strahlung

Amy = 0. (15.68)

¢) Der zweite Faktor fir m; = my (Polarwinkel-Abhdingigkeit)
Nach (11.36) ist die Funktion O, () gegeben durch

20+1 ((I—|m)\'"? .
Oum, () = =, <El+:m§;|> P™ (cos ), (15.69)

Evaml

wobei wir den Vorfaktor mit Nj,,, bezeichnen. Somit ergibt sich fiir den
zweiten Faktor

/ O iy (9)Orm, (V) cos ¥ sin Idv)
0
ZNl/,mlNl,m,/ P/ (cos V)P (cos V) cos ¥ sin 9did
0
1
:Nl’,mlNl,ml/ P (z)zP™ (x)dz, (15.70)
-1

wobei wir im letzten Schritt die Substitution x = cos®) vorgenommen
haben. Wir verwenden nun eine fiir die zugeordneten Legendre-Polynome
P"(x) geltende Rekursionsformel, welche gegeben ist durch

L+my l+1- m
mpz_ﬁ(w) - 217+1P’+11( ). (15.71)

Einsetzen in (15.70) ergibt

eP™(z) =

/ O iy (9)O1m, () cos ¥ sin I}
0

l+ml m m,
= MmN (2l+ 1 / B @) Finy(@)de

l+1_ml m m
BT /Pl,l x) P (v )dx). (15.72)
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Mit Hilfe der Orthogonalitétsbedingung (11.35) fiir die zugeordneten Le-
gendre-Polynome wird klar, dass dieser Ausdruck nur dann nicht ver-
schwindet, wenn I’ = [ — 1 oder I’ = [ + 1. Demzufolge erhalten wir
folgende weitere notwendige Bedingung fiir einen elektrischen Dipoliiber-
gang bei linear polarisierter Strahlung

Al = +1. (15.73)

Wir fassen zusammen:

Bei linear polarisierter einfallender Strahlung lauten die Auswahlregeln fiir einen
elektrischen Dipoliibergang beim Wasserstoffatom

Amy =0, (15.74)
Al = +1, (15.75)
An beliebig. (15.76)

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass die Auswahlregeln Am; = 0 und Al =
+1 flir jedes kugelsymmetrische Potential gelten, da sie aus den Funktionen
P, () und Oy 4y, (V) folgen.

Zirkular polarisierte Strahlung

Betrachtet man eine Momentaufnahme der elektrischen Feldvektoren E fiir zir-
kular polarisierte Wellen, so liegen diese auf einer Schraubenlinie (Helix). Bei
einer rechtszirkularen Welle liegen die Spitzen der Vektoren auf einer Rechts-
schraube und bei einer linkszirkularen Welle auf einer Linksschraube. Die aus-
gezeichnete Achse bei zirkularer Strahlung ist demzufolge parallel zur Ausbrei-
tungsrichtung. Aus diesem Grund ist die z-Achse parallel zur Ausbreitungsrich-
tung zu wahlen. Die Vektoren E sind parallel zur xy-Ebene. In einer gegebenen
Ebene z — konstant wird dann ein rotierender Vektor E von konstantem Be-
trag Ey festgestellt. Blickt man der Welle entgegen, dann dreht sich E bei der
rechtszirkularen Welle im Uhrzeigersinn und bei der linkszirkularen Welle im
Gegenuhrzeigersinn (siehe Abb. 15.4).

Wir betrachten nun das Wasserstoffatom bei z = 0 und setzten fiir die
harmonisch oszillierenden Komponenten Ey und FEy des elektrischen Feldes E

(a) (b)
Ao Ao

E
K\ X f x Abb. 15.4: Querschnitt einer (a) rechtszir-
kular und (b) linkszirkular polarisierten
Welle fiir eine Welle mit Ausbreitungs-
richtung entlang der positiven z-Achse:
Der elektrische Feldvektor E dreht sich im
Uhrzeiger- bzw. Gegenuhrzeigersinn.

rechtszirkular linkszirkular
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fiir eine links- bzw. rechtszirkulare Welle, welche sich entlang der positiven z-
Achse bewegt

E{ = Eqcos(wt), By = Eysin(wt) bzw. (15.77)
EY = Egcos(wt), By = —Eysin(wt). (15.78)

Aus Symmetriegriinden muss die Drehung von E das Atom in einen nichtsta-
tiondren Zustand bringen, bei dem der Erwartungswert des elektrischen Dipol-
moments in der xy-Ebene liegt und bei konstantem Betrag rotiert. Wir neh-
men nun an, dass die Bohrsche Frequenzbedingung (15.44) erfiillt sei. Dann gilt
nach (15.35) bei gleichen Koeffizienten in der Linearkombination von Anfangs-
und Endzustand fiir die linkszirkulare Welle

(gz) = q|zgal cos(wpat + 9), (15.79)
(2y) = qlypalsin(wpat + 6) = qlygal cos(wpat + 6 — 7/2). (15.80)

Der Phasenwinkel § soll dabei andeuten, dass die Drehung des Erwartungswerts
des Dipolmoments nicht notwendigerweise in Phase ist mit der Drehung von E.
Aus Symmetriegriinden miissen die Amplituden von (gz) und (qy) gleich sein
und (gz) und (qy) sich als Realteil derselben komplexen Zahl darstellen lassen

(gx) ist der Realteil von q:z:ﬁaei(“’ﬁat+5), (15.81)
(qy) ist der Realteil von qyg,e'@sattd)=in/2 (15.82)

und demzufolge ergibt sich fiir die linkszirkulare Welle die Bedingung zg, =
—1Ygq. Fiir die rechtszirkulare Welle erhélt man analog die Bedinung g, =
1Yo Eine notwendige Bedingung, dass nun zg, und yg, nicht verschwinden,
ergibt sich aus (15.63) und (15.64). Die Integrale tiber r und ¥ stimmen iiberein
und wir konnen schreiben

2
o= C/ @fn,(go)Cbml(cp) cos pdp, (15.83)
2m
= C/ <I>* m, () sin pdp (15.84)
mit
C = / n' l’ nl T’ d?‘/ @l’ / @l,ml(ﬁ) Sin2 9d. (15.85)
Einsetzen von (15.66) ergibt
2w % —1
B L
“2m o 2
C 2
= (62( mitmt1)e 4 i(=mitm—1)p ) de, (15.86)
a7
c [ ., el — e
- i(=mptm)et T C g
Ve =or J € 2i ¥
C 2

_ i(—m)j+m+1)e _ _i(—m)+m;—1)p
Imi ), (e ! e "M )d(p. (15.87)
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Demzufolge existieren nur zwei Fille, fiir die 25, und yg, nicht verschwinden

—mf+ml+1:0:>Aml = +1, (15.88)
—my+m—1=0= Am; = —1. (15.89)

Am; = +1 entspricht xg, = iygn, d.h. einer rechtszirkularen Welle, die sich
langs der z-Achse fortpflanzt und Am; = —1 entspricht g, = —iygq, d.h. einer
linkszirkularen Welle, die sich ldngs der z-Achse fortpflanzt.

Analog zum linear polarisierten Fall ergeben sich die weiteren Auswahlregeln
zu Al = £1 und An beliebig.

Wir fassen zusammen:

Bei zirkular polarisierter einfallender Strahlung lauten die Auswahlregeln fiir
einen elektrischen Dipoliibergang beim Wasserstoffatom

Amy = +£1, (15.90)
Al = £1, (15.91)
An beliebig. (15.92)

15.4 Zusammenfassung

- In quantenmechanischen Systemen wird das Auftreten von Ubergiingen
zwischen einzelnen Energieniveaus durch sogenannte Auswahlregeln be-
stimmt. Diese geben Auskunft, ob ein Ubergang zwischen zwei Energieni-
veaus unter (spontanter oder stimulierter) Emission oder Absorption eines
Photons moglich ist oder nicht. Spontane Emission riithrt von der Wech-
selwirkung des Systems mit den Vakuumfluktuationen des elektromagne-
tischen Feldes, stimulierte Emission und Absorption von der Wechselwir-
kung des Systems mit einer externen elektromagnetischen Welle (Strah-
lungsfeld).

- Nach den Regeln der klassischen Elektrodynamik strahlt eine oszillieren-
de Ladungsverteilung elektromagnetische Strahlung ab. Ein System, das
sich in einem stationéren Zustand ¢g(z,y, z,t) befindet und daher eine von
der Zeit unabhiingige Ladungsdichte p(z, ¥, z,t) = q|is(z,y, z,t)|? besitzt,
wiirde daher keine elektromagnetische Strahlung aussenden. Jedoch exis-
tieren sowohl beim quantenmechanischen harmonischen Oszillator als auch
beim Wasserstoffatom nichtstationdre Zustdnde, welche oszillierenden La-
dungsverteilungen entsprechen und Aussendung von elektromagnetischer
Strahlung zur Folge haben.

- Ein quantenmechanisches System kann in einem externen Strahlungsfeld
seinen Zustand aufgrund stimulierter Emission oder Absorption wech-
seln. Diese beiden Vorgénge lassen sich durch ein einfaches semiklassi-
sches Modell beschreiben: Ein Teilchen der Ladung ¢, beschrieben durch
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den Hamilton-Operator H = —h?/2mA +V (z,y, z), kann die beiden sta-
tiondiren Zustinde 1o (2,7, 2,t) = ua(z,y, 2)e~ Pt/ und Ya(x,y, 2,t) =
ug(z,y,z)e"Fst/" einnehmen (Zwei-Niveau-Niherung) und befinde sich
in einem externen Strahlungsfeld, beschrieben durch eine klassische ebene
langs der x-Achse polarisierte elektromagnetische Welle. Der Einfluss des
Magnetfelds wird dabei vernachléssigt und das elektrische Feld als homo-
gen betrachtet. Diese Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld kann derart
betrachtet werden, dass dem zeitlich konstanten Potential V| welches die
Energieniveaus des Quantensystems bestimmt, ein zeitlich oszillierendes
Storpotential V'(x,t) = —qFEoz cos(wt) liberlagert wird. Durch die Sto-
rung geht das Teilchen in den Zustand ¢(x,y, 2,t) = co¥alz,y,2,t) +
cpbp(w,y, 2,t) iiber, wobei |cq|? + |csl? = 1.

- Fiir schwache, streng monochromatische Strahlung ergibt sich mit Hil-

fe der zeitabhédngigen Schrodinger-Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeit
lcs(t)|? das Resultat |es(t)|? ~ E2q%|xgq|?/h? sin?(Awt/2)/Aw?, wobei
TBa = fug(x,y, 2)xuq (z,y, 2)dV Matrixelement des Ubergangs a — 3
fiir langs der x-Achse polarisierter elektromagnetischer Strahlung genannt
wird. Dabei gilt die Regel: Wenn das Matrixelement xg, endlich ist, dann
ist der Ubergang erlaubt und wenn es verschwindet, dann ist er verboten.
Eine genauere Analyse liefert fiir Existenz des Ubergangs die zusitzliche
Bedingung (Bohrsche Frequenzbedingung) hw = |Eg — E,|, d.h. die Fre-
quenz des Strahlungsfelds w multipliziert mit dem Planckschen Wirkungs-
quantum muss der Energiedifferenz der beiden beteiligten Energieniveaus
entsprechen. Dieses Resultat gilt sowohl fiir die Absorption als auch die
(stimulierte) Emission, was bedeutet, dass diese beiden Vorgénge mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit auftreten.

- Fiir schwache, nicht-monochromatische Strahlung ergibt sich eine zur Zeit

proportionale Wahrscheinlichkeit |c(t)|? ~ mEo(wga)?q?|msa|%/(2h2) t.
Es ist jedoch zu beachten, dass dieses einfache Resultat aufgrund der sehr
vereinfachten Annahmen, die unserem Modell zugrunde liegen, zustande
gekommen ist. In der Realitdt beobachtet man mit der Zeit oszillierende
Wahrscheinlichkeiten |cq (t)[? o< cos?(I't) und |cg(t)|? o sin®(I't), d.h. es
tritt abwechselnd stimulierte Emission und Absorption auf und die Be-
setzung der beiden Zustédnde o und § wechselt hin und her. I' bezeichnet
dabei die Frequenz dieser Oszillation.

- Die Auswahlregeln werden durch die Bedingung, dass die entsprechenden

Matrixelemente nicht verschwinden diirfen, festgelegt. Fiir den quanten-
mechanischen harmonischen Oszillator ergibt sich die Bedingung An =
+1, d.h. es sind nur Uberginge zwischen benachbarten Zustinden zu-
ldssig. Beim Wasserstoffatom ist fiir die Bestimmung der Auswahlregeln
zwischen linear polarisierter und zirkular polarisierter Strahlung zu unter-
scheiden. Fiir linear polarisierte Strahlung ergeben sich die Bedinungungen
Am; =0, Al = £1 und An beliebig und fiir zirkular polarisierte Strahlung
Am; = +1, Al = £1 und An beliebig.



Kapitel 16

Mehrelektronenatome

Bisher haben wir uns vorwiegend mit der quantenmechanischen Beschreibung
des einfachsten Atoms, des Wasserstoffatoms, beschéaftigt und teilweise diese
Betrachtungen auf andere Systeme, in denen ein einzelnes Elektron um einen
positiven Kern kreist, erweitert. In diesem Kapitel widmen wir uns nun Ato-
men mit mehreren Elektronen. Eine exakte Losung der Schrédinger-Gleichung
ist zwar fiir das Heliumatom (zwei Elektronen) unter gewissen Annahmen mog-
lich, jedoch fiir Atome mit mehr als zwei Elektronen aussichtslos. Es existieren
aber diverse Naherungslosungen bzw. daraus abgeleitete angenédherte Modelle
flir Mehrelektronenatome. Wir beschéftigen uns hier mit einem der einfachsten
Modelle, dem Schalenmodell, welches sich direkt aus der Verallgemeinerung der
Resultate des Wasserstoffatoms ergibt.

Als erstes befassen wir uns mit der Wellenfunktion von Mehrelektronenato-
men. In diesem Zusammenhang formulieren wir das vierte Postulat der Quan-
tenmechanik und gehen auf die sogenannte Austauschsymmetrie ein. Anschlies-
send folgt das Pauli-Prinzip und die Klassifizierung von Teilchen (Elementarteil-
chen, Atome, Molekiile, ...) in Fermionen und Bosonen. Ausgehend von diesen
Gesetzen befassen wir uns dann mit dem Aufbau von Mehrelektronenatomen.
Wir betrachten die Besetzung der elektronischen Zustédnde, die Berechnung von
Gesamtbahndrehimpuls, Gesamtspin und Gesamtdrehimpuls, sowie die Bestim-
mung des Grundzustands aufgrund der sogenannten Hundschen Regeln.

16.1 Die Wellenfunktion von Mehrelektronenatomen

16.1.1 Das vierte Postulat der Quantenmechanik
Fiir die Wellenfunktion ¢ von nichtwechselwirkenden Teilchen, beispielsweise

flir ein Mehrelektronenatom, gilt das folgende Postulat:

Postulat 4 Die Wellenfunktion 1(1,2,3,...,n) eines Systems aus n nicht-
unterscheidbaren, nicht-wechselwirkenden Teilchen wird durch ein (Tensor-)
Produkt der Wellenfunktionen 1(i) der einzelnen Teilchen beschrieben

¥(1,2,...,n) =Y()Y(2)Y(3) - ... - P(n). (16.1)
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16.1.2 Die Austauschsymmetrie

Die sogenannte Austauschsymmetrie prazisiert die Eigenschaften der Mehrteil-
chenwellenfunktion (16.1) bzgl. der Vertauschung von Teilchen bzw. ihrer Indi-
zes.

Illustration der Austauschsymmetrie an einem Zweielektronensystem
ohne Spin

Wir betrachten zwei Elektronen (ohne Spin) am Ort 73 = (x1,y1,21) und
75 = (x2,y2, 22), die sich im Coulomb-Feld eines Atomkerns der Ladung +Ze be-
wegen (siehe Abb. 16.1). Der Kern wird als fest betrachtet und befindet sich im
Ursprung des Koordinatensystems. Die potentielle Energie der Elektronen setzt
sich zusammen aus der potentiellen Energie Vi () und Va(7) im Coulomb-Feld
des Atomkerns

B Ze* B

Vi(r) = R mit r = |7, (16.2)
. Ze* .

Va(a) = Rr— mit ry = |7 (16.3)

und der potentiellen Energie Vi2(71 —7%) der Coulomb-Wechselwirkung zwischen
den beiden Elektronen

62

Vig( — 71) =

= it = |7 — 7. 16.4
pr— mit 19 = |7 — 72| ( )

Die kinetische Energie E1(<11r)1 und El(jr)l der beiden Elektronen ist gegeben durch

w_ 1 .9 2 2

Ekin - % (pzl +py1 +pzl) ) (165)
2 1

By = 5 (Poy TPy, +12,) - (16.6)

Demzufolge lautet die Hamilton-Funktion H fiir das Zweielektronensystem

H =B + BQ 4 Vi(#) + Va(i) + Via (7 — )

n

1 2 2 2 1 2 2 2
= % (pwl +py1 +p21) + % (pm +py2 +p22)
Ze? Ze? €2

dmegry  4dmegra  4megria

(16.7)

Elektron 2

(X2,Y2,22) Fi Elektron 1
(X1,y1,21)

Abb. 16.1: Zwei Elektronen am Ort
™ = (z1,y1,21) und 7 = (w2,¥2, 22)
im Coulomb-Feld eines sich im Ur-
sprung des Koordinatensystems befin-
Kern denden Atomkerns der Ladung +Ze.
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Der entsprechende Hamilton-Operator H ist gegeben durch

. K2 0? 0? 0?2 K2 0? 0? 0?
H=——(—S4+—5+-"—)-— =5+ +—
2, <6m% t oy? * 62%) 2m <8x% + Oy3 + 82%)
Ze? Ze? e2
_ _ . 16.8
4megry 4megrs * degria ( )

Dieser Hamilton-Operator H wirkt auf die Wellenfunktion Y(71, 7o, t), welche
den Zustand des Zweiteilchensystems beschreibt, wobei |1 (7, 7, t)|? die Wahr-
scheinlichkeit ist, das Elektron 1 zur Zeit ¢ im Volumenelement dV; = dz1dy;dz;
am Ort 71 und gleichzeitig das Elektron 2 im Volumenelement dVo = dxodysdzo
am Ort 7 anzutreffen. Da die potentielle Energie V1 (7)) 4 Va(72) + Via (71 — %)
die Zeit t nicht explizit enthélt, existieren stationdre Zusténde, d.h. es gilt

G(F, 7o, t) = u(, i)e N, (16.9)

wobei u(7, ™) Losung der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung

h2 o2 5?2 o? K2 92 92 52
_ % <(9l‘% + 873/% + az%> u(?“l,m) - % (61’% + aiy% + 823) u(rl,rz)
Z€2 Z€2 62
- - 71, 72) = Eu(fy, 7 16.10
+ < dregry dmegrs 4W60r12> “(TlaTQ) u(n,rg) ( )

ist. Das Losen dieser Gleichung ist erheblich erschwert durch den Wechselwir-
kungsterm Vio(71 — 7). Aus diesem Grund ist auch das Postulat 4 nicht an-
wendbar, da die beiden Elektronen nicht unabhingig voneinander sind. Wir
werden hier diese Wechselwirkung vernachlassigen. In dieser Nédherung ist dann
der Hamilton-Operator als Summe zweier unabhéngiger Hamilton-Operatoren
darstellbar. Jedes Elektron hat dann seine eigene Schrodinger-Gleichung mit
den Losungen u,(71) bzw. up(7s)

K2 % H? 9?2 72
Tl i A G %) = Eaua(7 16.11
2m (8:17% + Oy? + Bz%) Ua(71) Amegry Ua(72) atta(71), ( )

R [ 02 N 02 N 02 (7) Ze?
_ T T T ) () —
83:% ayg 82’% b2 4eqrs

2m up () = Byup(72).  (16.12)

Die Gesamtwellenfunktion wu(7,7) ldsst sich dann in Ubereinstimmung mit
Postulat 4 als Produkt der beiden Funktionen wu, (7 ) und uy,(72) schreiben und
gehort zum Energiewert £ = E, + Ep. ua(7) und uy,(72) sind dabei gegeben
durch die Eigenfunktionen wy, ; , (r, 9, ¢) des Wasserstoffatoms.

Jedoch folgt aus der Unschérferelation, dass man die Bewegung eines Elek-
trons nicht genau verfolgen kann. Als Konsequenz ergibt sich daraus, dass man
die beiden Elektronen im betrachteten Atom nicht auseinanderhalten bzw. un-
terscheiden kann. Das hat zur Folge, dass sich bei der Vertauschung der beiden
Elektronen, reprasentiert durch die Vertauschung der beiden Indizes 1 und 2, die
Wahrscheinlichkeitsdichte |u (7, 7)|? nicht &ndern darf. Dies ist die Forderung
der Austauschsymmetrie.
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Die Produktwellenfunktion u, (7 )up(72) erfillt diese Forderung nicht, denn
Ua(T2)up (71 ) ist nicht die selbe Funktion wie u, (7 )up(72), es sei denn die Quan-
tenzahlen ng, l,, m;, stimmen paarweise mit den Quantenzahlen ng, I, my,
iiberein. Andererseits ist in der Naherung Vio(7 — 7) = 0 die Produktwellen-
funktion u, (7 )up (7 ) mit vertauschten Indizes 1 und 2 auch eine Eigenfunktion
des Hamilton-Operators H zum selben Figenwert £ = E, + E},. Diese Tatsache
kénnen wir zur Konstruktion von Eigenfunktion ausniitzen, welche die Aus-
tauschsymmetrie erfiillen und den Zustand des Zweielektronensystems beschrei-
ben, indem wir Linearkombinationen von u, (7 )up(72) und wu,(72)un(71) bilden.
Diese sind nach Satz 9.4 wiederum Eigenfunktionen von H zum selben Figenwert
E = FE,+ Ey,. Es ergeben sich dann die beiden folgenden normierten Linearkom-
binationen der Produktwellenfunktionen wua (71 )un (72) und wua(72)up(71), welche
der Forderung der Austauschsymmetrie geniigen

—

ug (71, 72) = \}i (ua (1) un (72) + ua(F2)un (1)), (16.13)
1

uA(Fl,Fg) = — (ua(f’l)ub(f’g) — ua(f’g)ub(ﬁ)) s (16.14)

V2

wobei die symmetrische Linearkombination ug(7,72) bei der Vertauschung der
beiden Indizes 1 und 2 unverandert bleibt und die antisymmetrische Linearkom-
bination u (71, ) nur das Vorzeichen wechselt. Demzufolge bleiben |t)s (7, 7%, t)|? =
lug (71, 72)|? und |a (71, 7, t)|> = |ua (71, 72)|? bei der Vertauschung der Indizes

1 und 2 unveréndert und die Forderung der Austauschsymmetrie ist gewéahrleis-

tet.

Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, dass in der Realitdt aufgrund des
Pauli-Prinzips (siehe Abschnitt 16.2) fiir Elektronen nicht beide Méglichkeiten
(16.13) und (16.14), d.h. symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktion,
zugelassen sind, sondern Elektronen eine antisymmetrische Wellenfunktion ha-
ben miissen.

Allgemeine Formulierung der Austauschsymmetrie

Die Forderung der Austauschsymmetrie muss auch im Fall von zwei wechsel-
wirkender Elektronen erfiillt sein, denn diese lassen sich genau so wenig unter-
scheiden wie unabhéngige Elektronen. Allerdings kann man dann nicht mehr mit
den im vorangegangen Abschnitt beniitzten Produktwellenfunktionen operieren.
Ebenfalls sind auch noch die Spinkoordinaten o1 und o9 in die Wellenfunktion
einzubeziechen. Die Gesamtwellenfunktion inkl. Spin muss dann entweder sym-
metrisch oder antisymmetrisch sein, wenn die Forderung der Austauschsymme-
trie erfiillt sein soll bzw. ist, wie erwéhnt, fiir Elektronen (mit Spin) nach dem
Pauli-Prinzip (siehe Abschnitt 16.2) nur eine antisymmetrische Gesamtwellen-
funktion zugelassen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts formulieren wir die Forderung der Aus-
tauschsymmetrie allgemein:
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Die Wellenfunktion (1,2, ...,n) eines Systems aus n (wechselwirkenden) Teil-
chen (Elektronen) erfiillt die Austauschsymmetrie, wenn beim beliebigen Tausch
zweier Teilchen (Elektronen) die Wahrscheinlichkeitsdichte [t/(1,2,...,n)|? un-
verandert bleibt.

Es sei bemerkt, dass diese Forderung der Austauschsymmetrie auch in die-
sem allgemeinen Fall durch die Konstruktion von symmetrischen (bleiben unver-
dndert bei der Vertauschung zweier Teilchen) und antisymmetrischen (&ndern
das Vorzeichen bei der Vertauschung zweier Teilchen) Wellenfunktionen erfiillt
werden kann. Wir weisen zudem darauf hin, dass die Existenz von symmetri-
schen und antisymmetrischen Wellenfunktionen sich in der Klassifizierung der
Teilchen in Fermionen und Bosonen widerspiegelt (sieche Abschnitt 16.3).

16.2 Das Pauli-Prinzip

Wolfgang Pauli formulierte 1925 das beriihmte Pauli- Prinzip, auch Paulisches
Ausschlussprinzip genannt. Es lautet folgendermassen:

Ein System von Elektronen wird durch eine antisymmetrische Wellenfunktion
beschrieben.

Diese allgemeine und abstrakte Formulierung wird anschaulicher, wenn man
sie auf das in Abschnitt 16.1.2 betrachtete Beispiel von zwei Elektronen anwen-
det, deren Wechselwirkung vernachléssigt wird. Nach dem Pauli-Prinzip wird
dieses System durch die antisymmetrische Wellenfunktion wu (71, 7%2) beschrie-
ben, welche nach (16.14) gegeben ist durch

ua(r1,72) = \2 (ua (7)) up (72) — ua(72)up (7)) - (16.15)

Diese Funktion verschwindet, wenn u,(7) und uy(7) die selbe Funktion darstel-
len, d.h. wenn die vier Quantenzahlen n,, l,, m;, und ms, des einen Elektrons
mit den entsprechenden vier Quantenzahlen ny,, l,, m;;, und mg, des anderen
Elektrons iibereinstimmen. Dies bedeutet, dass ein solcher Zustand des Zwei-
elektronensystems nicht vorkommt.

Diese Beobachtung lasst sich auf ein System bestehend aus beliebig vielen
Elektronen verallgemeinern. Daraus ergibt sich folgende alternative Formulie-
rung des Pauli-Prinzips:

Die Elektronenzustande eines Atoms konnen mit Elektronen nur so besetzt wer-
den, dass nie zwei oder mehr Elektronen in allen Quantenzahlen iibereinstim-
men.

Das Pauli-Prinzip in dieser Formulierung werden wir uns bei der Betrachtung
des Atomaufbaus von Mehrelektronenatomen (siche Abschnitt 16.4) zunutze
machen.
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16.3 Fermionen und Bosonen

Aufgrund von experimentellen Ergebnissen lassen sich im Allgemeinen Teilchen
in zwei Sorten unterteilen, Fermionen und Bosonen, die folgendermassen defi-
niert sind:

Definition 16.1 Wir unterscheiden die beiden folgenden Teilchentypen:

a) Teilchen mit halbzahligem Spin (s = 1/2, 8/2, 5/2, ...) wie zum Beispiel
Elektronen, Protonen und Neutronen werden Fermionen genannt und
werden durch eine antisymmetrische Wellenfunktion beschrieben. Fermio-
nen erfillen das Pauli-Prinzip.

b) Teilchen mit ganzzahligem Spin (s = 0, 1, 2, ...) wie zum Beispiel Photo-
nen, a-Teilchen und Helium-Atome werden Bosonen genannt und werden
durch eine symmetrische Wellenfunktion beschrieben. Bosonen unterliegen
nicht dem Pauli- Prinzip.

Neben den Elementarteilchen! (Elektronen, Protonen und Neutronen) mit
Spin s = 1/2 existieren viele Atomkerne mit halbzahligem Spin zwischen s = 1/2
und s = 9/2. Die Quantenzahl mg kann dann jeweils alle halbzahligen Werte
zwischen —s und +s annehmen. Ebenfalls gibt es auch einige Atomkerne mit
ganzzahligem Spin zwischen s = 0 und s = 6. Entsprechend kann in diesem Fall
die Quantenzahl mg alle ganzzahligen Werte zwischen —s und +s annehmen.

16.4 Der Aufbau von Mehrelektronenatomen

Wir kommen nun zu einer qualitativen Betrachtung des Aufbaus von Mehrelek-
tronenatomen anhand des Schalenmodells. Wie in der Einleitung erwéhnt, ergibt
sich dieses einfachste Modell direkt aus den Resultaten der Berechnungen zum
Wasserstoffatom.

Die Zusténde der Elektronen werden ausgehend vom Wasserstoffatommodell
durch die vier Quantenzahlen n, [, m; und mg beschrieben, fir die gilt

n=123,.., (16.16)
1=0,1,2,...,n—1, (16.17)
my = 0,41, 42, ..., &, (16.18)
ms = +1/2. (16.19)

Alle Zusténde, die zu einer festen Hauptquantenzahl n gehoéren, bilden dabei
eine Schale, alle Zusténde, die zu einer festen Bahndrehimpulsquantenzahl [
gehoren, bilden eine Unterschale. In einer Unterschale hat es demzufolge Platz
fiir (2s41)(2/41) = 2(2[41) Elektronen und in einer Schale fiir Z?:_; 2(20+1) =
2n? Elektronen.

! Aus heutiger Sicht gelten die Teilchen, welche im Standardmodell der Teilchenphysik auf-
gefiihrt sind als Elementarteilchen. Im Rahmen dieses Buchs, sind jedoch die Elektronen,
Protonen und Neutronen die kleinsten Bestandteile der Atome und aus diesem Grund fassen
wir diese drei Teilchen unter dem Namen Elementarteilchen zusammen.
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Wir kommen nun zur Besetzung der Elektronenzusténde und damit der
Schalen und Unterschalen von Atomen durch Elektronen. Diese erfolgt nach
zwei Prinzipien:

1. Pauli-Prinzip (siehe Abschnitt 16.2): Die Elektronenzusténde eines Atoms
konnen mit Elektronen nur so besetzt werden, dass nie zwei oder mehr
Elektronen in allen Quantenzahlen iibereinstimmen.

2. Ein Atom nimmt einen stabilen Zustand ein, wenn seine Gesamtenergie
minimal ist.

Fiir die Angabe der Besetzung der Elektronenzustinde und damit zur Cha-
rakterisierung des Elektronenzustands eines Atoms verwendet man die folgen-
de Notation: Man gibt die Hauptquantenzahl n gefolgt von der Bahndrehim-
pulsquantenzahl [, bezeichnet durch den zugehérigen Buchstaben, in Klammern
an und hochgestellt die Anzahl Elektronen, welche sich in dieser Unterschale
befinden. Zum Beispiel gilt fiir das Natriumatom die Elektronenkonfiguration
(15)%(25)%(2p)8(3s)!, d.h. es befinden sich jeweils zwei Elektronen in der 1s- und
2s-Unterschale, sechs Elektronen in der 2p-Unterschale und ein Elektron in der
3s-Unterschale.

16.4.1 Das Periodensystem der Elemente

Wir betrachten nun ausgehend vom Wasserstoffatom die Atome des Perioden-
systems (siehe Abb. 7.3), indem wir die Elektronenzustande schrittweise nach
den oben genannten Regeln mit Elektronen besetzen.

Bis zu Argon mit der Ordnungszahl 18 (Ende Periode? III) werden die Zu-
stdnde der Reihe nach besetzt, d.h. das Fiillen der Unterschalen erfolgt in der
Reihenfolge 1s, 2s, 2p, 3s und 3p (siehe Tab. 16.1).

Anschliessend erfolgt eine erste Ausnahme. Da die 4s-Unterschale energe-
tisch tiefer liegt als die 3d-Unterschale, werden die néchsten beiden Elektronen
in der 4s-Unterschale untergebracht (Kalium und Calcium). Es folgt dann mit
kleinen Ausnahmen die Besetzung der 3d-Unterschale mit zehn weiteren Elek-
tronen (Scandium bis Zink). Damit sind alle Zustédnde mit n = 3 besetzt und
die néchsten sechs Elektronen finden in der 4p-Unterschale Platz (Gallium bis
Krypton). Somit ist die IV. Periode abgeschlossen.

Die V. Periode wird analog zur IV. Periode mit Elektronen gefiillt: Zwei
Elektronen finden in der 5s-Unterschale (Rubidium und Strontium) Platz, mit
kleinen Ausnahmen zehn Elektronen in der 4d-Unterschale (Yttrium bis Cad-
mium) und sechs Elektronen in der 5p-Unterschale (Indium bis Xenon).

Zum Start der VI. Periode werden zwei Elektronen in der 6s-Unterschale
platziert (Césium und Barium). Dann folgen mit kleinen Ausnahmen vierzehn
Elektronen in der 4f-Unterschale (Lanthan bis Ytterbium) und zehn Elektro-
nen in der 5d-Unterschale (Lutetium bis Quecksilber) und zum Abschluss der
VI. Periode sechs Elektronen in der 6p-Unterschale (Thallium bis Radon).

2Die Reihen des Periodensystems werden Perioden und die Spalten Gruppen und Nebengrup-
pen genannt (siehe Abschnitt 7.3).
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Ordnungszahl (Z) Symbol Bezeichnung Elektronenkonfiguration

1 H Wasserstoff ~ (1s)!
2 He Helium (15)2
3 Li Lithium (15)%(2s)*
4 Be Beryllium (1s)2(2s)?
5 B Bor (15)%(25)%(2p)*
6 C Kohlenstoff ~ (1s)?(25)%(2p)?
7 N Stickstoff (15)%(2s)%(2p)?
8 O Sauerstoff (15)%(2s)2(2p)*
9 F Fluor (15)%(25)%(2p)°
10 Ne Neon (15)%(25)%(2p)°
11 Na Natrium (15)2(25)%(2p)%(3s)*
12 Mg Magnesium  (1s)?(25)%(2p)%(3s)?
13 Al Aluminium  (1s)2(25)%(2p)%(3s)2(3p)*
14 Si Silicium (15)2(25)2(2p)%(3s)2(3p)?
15 P Phosphor (15)2(25)2(2p)%(3s)2(3p)?3
16 S Schwefel (15)2(25)2(2p)%(3s)%(3p)*
17 Cl Chlor (15)2(25)2(2p)%(3s)2(3p)®
18 Ar Argon (15)%(25)2(2p)%(3s)2(3p)"©

Tab. 16.1: Die Elektronenkonfigurationen der Atome mit Ord-
nungszahlen 1 - 18 des Periodensystems.

Die Besetzung der Elektronenzusténde in der VII. und damit letzten Peri-
ode erfolgt nach dem selben Muster wie bei der VI. Periode. Die 7s-Unterschale
wird mit zwei Elektronen gefiillt (Francium und Radium), die 5f-Unterschale
mit vierzehn (Actinium bis Lawrencium), die 6d-Unterschale mit zehn (Ruther-
fordium bis Copernicium) und die 7p-Unterschale mit sechs (Ununtrium bis
Ununoctium).

Fiir einige Gruppen von Atomen existieren in der Literatur spezielle Namen,
die wir hier kurz auflisten:

- Die Atome, bei denen die d- oder f-Unterschalen besetzt werden, werden
Ubergangselemente genannt.

. Die Atome, bei denen die d-Unterschalen besetzt werden, heissen Uber-
gangsmetalle. Die Atome der 3d-Unterschale (Scandium bis Zink) erhalten
den Namen Eisengruppe, die Atome der 4d-Unterschale (Yttrium bis Cad-
mium) Palladiumgruppe und die Atome der 5d-Unterschale (Lutetium bis
Quecksilber) Platingruppe.

- Die Atome Lanthan bis Ytterbium der 4 f-Unterschale nennt man Lant-
hanoide oder seltene Erden und die Atome Actinium bis Lawrencium der
5 f-Unterschale Actinoide.

Allgemein bestimmen die dussersten Elektronen die chemischen Eigenschaf-
ten eines Atoms. Aus diesem Grund haben Atome, welche in der selben Gruppe



16.4. DER AUFBAU VON MEHRELEKTRONENATOMEN 359

des Periodensystems positioniert sind, dhnliche chemische Eigenschaften. Auf
die Eigenschaften der Atome der ersten und letzten Gruppe gehen wir hier bei-
spielhaft ein.

Die Alkali-Atome

Die Alkali-Atome Lithium bis Francium befinden sich in der ersten Gruppe des
Periodensystems und besitzen ein Elektron in der &ussersten Schale. Auf das
ausserste Elektron wirkt aufgrund der Abschirmung der anderen Elektronen eine
reduzierte und relativ geringe Kernladung. Deshalb kann das dusserste Elektron
relativ leicht vom Atom getrennt werden. Aus diesem Grund kénnen Alkali-
Atome angenahert durch das Wasserstoffatommodell beschrieben werden (siehe
Abb. 16.2). Dies zeigt sich auch in Experimenten, die Eigenschaften von Alkali-
Atomen sind denen von Wasserstoff sehr dhnlich. Z.B. sind die Atome in dieser
Gruppe chemisch sehr reaktiv. Dennoch unterscheiden sich die Alkali-Atome
vom Wasserstoffatom in einem wesentlichen Punkt, Wasserstoff ist weder fest
noch zeigt er Eigenschaften von Metallen. Dies ist auch der Grund, weshalb
Wasserstoff, obwohl es im Periodensystem auch in der ersten Gruppe aufgefiihrt
wird, nicht zu den Alkali-Atomen gezdhlt wird.

Die Edelgase

Zu den Edelgasen gehdren die sieben Atome der achten und letzten Gruppe des
Periodensystems, d.h. Helium, Neon, Argon, Krypton, Xenon, Radon und Unu-
noctium. Sie zeichnen sich alle durch abgeschlossene Unterschalen aus, d.h. alle
moglichen Zustiande in der jeweiligen Unterschale sind mit Elektronen voll be-
setzt. Zum Beispiel haben in der s-Unterschale zwei, in der p-Unterschale sechs,
in der d-Unterschale zehn und in der f-Unterschale vierzehn Elektronen Platz.
Die Elektronen in einer solchen abgeschlossenen Unterschale sind stark an den
Atomkern gebunden, da die Kernladung nur schwach von den Elektronen in
niedrigeren Schalen abgeschirmt wird. Aus diesem Grund sind Edelgase im Ver-
gleich zu anderen Atomen chemisch inaktiv. Eine weitere Eigegsehaft von abge-

schlossenen Unterschalen ist, dass ihr Gesamtbahndrehimpuls L, ihr Gesamtspin
S und ihr Gesamtdrehimpuls J verschwinden (sieche Abschnitt 16.4.2).

Natrium

R

Abb. 16.2: Tllustration der Ahnlichkeit
der Alkali-Atome zum Wasserstoffatom
am Beispiel von Natrium (Z = 11).
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16.4.2 Gesamtbahndrehimpuls, Gesamtspin und Gesamtdreh-
impuls fiir Mehrelektronenatome

Bei der Bestimmung des Gesamtbahndrehimpulses, des Gesamtspins und des
Gesamtdrehimpulses fiir ein Mehrelektronenatom unterscheiden wir die bei-
den Falle Russell-Saunders-Kopplung und jj-Kopplung. Im ersten Fall ist die
Coulomb-Wechselwirkung viel grosser als die Spin-Bahn-Kopplung und im zwei-
ten Fall ist die Coulomb-Wechselwirkung viel kleiner als die Summe aller Spin-
Bahn-Kopplungen der einzelnen Elektronen. Wir gehen nun genauer auf die
beiden Fille ein:

a) Russell-Saunders-Kopplung

Bei Mehrelektronenatomen mit nicht zu hoher Kernladungszahl Z, d.h. bei
leichten Atomen, ist die Coulomb-Wechselwirkung viel grosser als die Spin-
Bahn-Kopplung. In diesem Fall koppeln die Bahndrehimpulse L; der ein-
zelnen Elektronen zu einem Gesamtbahndrehimpuls L im folgenden Sinn

N
Ly, (16.20)
1

L

i

wobei N die Anzahl der Elektronen bezeichnet. Analog koppeln die Spins
S; der einzelnen Elektronen zu einem Gesamtspin S, d.h. es gilt

N
S;. (16.21)
1

S

i

Wie beim Wasserstoffatom wechselwirken aufgrund der Spin-Bahn- Kopp—
lung der resultierende Gesamtbahndrehlmpuls L mlt dem Gesamtspin S
und bestimmen so den Gesamtdrehimpuls J =L+ 5. Der Betrag der
Drehimpulse l_:, S und J ist dabei auf die gleiche Art und Weise wie beim
Wasserstoffatom quantisiert. Sie sind bestimmt durch die Quantenzahlen
L, S und J3 auf folgende Art

E\ VL(L+ 1)k (16.22)
| VS(S+1)h (16.23)
= /J(J + 1)k (16.24)

wobei die Quantenzahlen L, S und J die folgenden Werte annehmen kon-
nen

K1

)

N N N N

= Zalll Zalll +1 ,le — 1,2[1', (1625)
=1 =1 =1 =1
N N N N

= Zaisi Zaisi +1, ..,ZSZ‘ — 1,28,‘, (16.26)
=1 =1 =1 =1

—|L-S|,|IL-S|+1,..L+S—1,L+5, (16.27)

)

3Fiir die Quantenzahlen von Mehrelektronenatomen verwendet man Grossbuchstaben.
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wobei [; und s; die Bahndrehimpulsquantenzahlen bzw. Spinquantenzah-
len der einzelnen Elektronen bezeichnen und die a; € {—1,1} so gewéahlt

sind, dass ‘Zfil a;li| bzw. ’Zi\;l a;S;
deutet dies im Fall N = 2

minimal werden. Zum Beispiel be-

L=l —lof,|ly =la| + 1,01 + 1o = 1,11 + 2, (16.28)
S =|s1 —sal,|s1 — s2| +1,...;81 + 52 — 1,81 + 52, (16.29)
J=|L—8|,|L-S|+1,.,L+S8—1,L+5. (16.30)

b) jj-Kopplung

Bei Mehrelektronenatomen mit hoher Kernladungszahl Z, d.h. bei schwe-
ren Atomen, ist die Coulomb-Wechselwirkung viel kleiner als die Spin-
Bahn-Kopplung der einzelnen Elektronen. Es ist dann nicht mehr moglich
einen Gesamtbahndrehimpuls L und einen Gesamtspin S zu definieren,
sondern die Bahndrehimpulse E, und Spins S_'; der einzelnen Elektronen
koppeln einzeln zu einem Gesamtdrehimpuls J; der einzelnen Elektronen
und diese wiederum zu einem Gesamtdrehimpuls J gemass

N
J=>Ji (16.31)
=1

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass in der Realitdt bei den meisten Ato-
men eine Mischform zwischen Russell-Saunders- und jj-Kopplung vorliegt. Zur
Veranschaulichung besprechen wir nun die Russell-Saunders-Kopplung fiir ein
Atom mit zwei Elektronen.

Beispiel: Atom mit zwei Elektronen

Wir betrachten ein Atom mit zwei Elektronen, welche durch die Bahndrehim-
pulsquantenzahlen 1 = 1 und Iy = 2, sowie die Spinquantenzahlen s; = sy =
1/2 beschrieben werden. Die Gesamtbahndrehimpulsquantenzahl L kann in die-
sem Fall die folgenden drei Werte annehmen

L=1l1 -1, .....i+12=1,2,3 (16.32)

und die Gesamtspinquantenzahl S die beiden Werte
S =|s1— sa|,..., 51+ 52 =0,1. (16.33)
Damit ergeben sich fiir die Gesamtdrehimpulsquantenzahl J fiinf Méglichkeiten
J=|L-S5|,..,.L+5=0,1,23,4. (16.34)

Spektroskopische Notation

Fiir die Zustédnde von Mehrelektronenatomen verwendet man im Vergleich zum
Wasserstoffatom eine geringfiigig angepasste Notation. In Anlehnung an (14.41)
gilt fiir Mehrelektronenatome:
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Ein Zustand eines Mehrelektronenatoms mit Gesamtbahndrehimpulsquanten-
zahl L, Gesamtspinquantenzahl S und Gesamtdrehimpulsquantenzahl J erhélt
folgende Bezeichnung

25, (16.35)

wobei fiir L jeweils der entsprechende Grossbuchstabe S (L = 0), P (L = 1),
D (L = 2), ... einzusetzen ist. Bei Atomen mit einem einzigen Elektron in
der dussersten Unterschale wird die Hauptquantenzahl n dieses Elektrons der
Bezeichnung vorangestellt.

Es sei bemerkt, dass im Fall L > S der vor dem Buchstaben hochgestellte
Index (25 + 1) gerade die Multiplizitét des Zustands angibt, d.h. die Zahl der
Moglichkeiten den Gesamtbahndrehimpuls L und den Gesamtspin S zum Ge-
samtdrehimpuls J zu kombinieren. Dabei werden die zu den drei Werten S — 0,
1/2, 1 der Gesamtspinquantenzahl zugehérenden Zustédnde mit Namen versehen:

- Fir S = 0 ist die Multiplizitdat 25 +1 = 1 und es existiert folglich nur ein
Zustand mit J = L den man Singulett- Zustand nennt.

- Fir § = 1/2 existieren 25 + 1 = 2 mogliche Zustdnde mit J = L — 1/2
und J = L 4 1/2. Diese bilden zusammen ein Dublett.

- Fir S =1 gibt es 25 + 1 = 3 mogliche Zusténde mit J =L -1, J =L
und J = L + 1. Diese bilden zusammen ein Triplett.

Im Fall S < L ist die Multiplizitdt gegeben durch 2L + 1.

Zum Abschluss dieses Abschnitts geben wir als Beispiel die Notation fiir
das Natriumatom an. Nach Tab. 16.1 hat Natrium elf Elektronen mit einer
Elektronenkonfiguration (1s)?(2s)?(2p)%(3s)!. Die drei Unterschalen 1s, 2s und
2p sind abgeschlossen und haben daher verschwindende Quantenzahlen L, S
und J. Daher geniigt es das &usserste Elektron, welches sich im Zustand n = 3,
[ = 0und s = 1/2 befindet, zu betrachten. Demzufolge gilt fiir das Natriumatom
L=0,5=1/2und J=1/2 und damit die Bezeichnung 3251/2, wobei wir die
Hauptquantenzahl n = 3 des Zustands des dussersten Elektrons der Bezeichnung
vorangestellt haben.

16.4.3 Hundsche Regeln

Wir haben bisher die Elektronenkonfigurationen der einzelnen Atome kennen-
gelernt, welche die Atome in ihrem Grundzustand einnehmen (siehe Abschnitt
16.4.1). Jedoch wissen wir noch nicht welchen Zustand 2511 ; das Atom ge-
nau einnimmt. Insbesondere die Besetzung von nicht abgeschlossenen Schalen
ist noch zu klaren.

Eine Antwort liefern die Hundschen Regeln, die nach dem Physiker Friedrich
Hund benannt sind und auf empirischen Resultaten beruhen. Sie geben an,
welche Werte die Quantenzahlen L, S und J fiir ein Atom im Grundzustand
annehmen. Sie lauten folgendermassen:
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Hundsche Regeln
Im Grundzustand besetzen die Elektronen eines Atoms unter Beriicksichti-
gung des Pauli-Prinzips die Zustdnde nach den folgenden Regeln:

1. Die Gesamtspinquantenzahl S nimmt den maximal mdglichen Wert an.

2. Unter den Zustédnden mit maximaler Gesamtspinquantenzahl S, liegt der-
jenige mit maximaler Gesamtbahndrehimpulsquantenzahl L energetisch
am tiefsten.

3. Unter den Zustanden mit maximaler Gesamtspinquantenzahl S und ma-
ximaler Gesamtbahndrehimpulsquantenzahl L bildet bei weniger als halb-
gefiillten Schalen der Zustand mit J = |L — S| (minimales J) den Grund-
zustand, sonst der Zustand mit J = L + S (maximales .J).

Es sei bemerkt, dass manchmal auch die in Abschnitt 16.4.1 im Rahmen der
Behandlung der Edelgase angesprochene Regel, dass fiir abgeschlossene Unter-
schalen L = § = J = 0 ist, als weitere Hundsche Regel aufgefiihrt wird.

Wir geben hier eine kurze Motivation der beiden ersten Regeln an und ver-
weisen fiir genauere Ausfithrungen auf weiterfithrende Literatur (z.B. [11]). Da-
zu beniitzen wir die am Anfang des Abschnitts 16.4 aufgefiihrte Regel, dass
ein Atom dann einen stabilen Zustand einnimmt, wenn seine Gesamtenergie
minimal ist:

1. Aus der ersten Hundschen Regel folgt, dass die Zusténde einer Unterscha-
le (feste Quantenzahlen n und ) zundchst mit ungepaarten Elektronen
derselben Spinquantenzahl mg, d.h. mit paralleler Spinausrichtung, be-
setzt werden (maximiert Gesamtspinquantenzahl S). Solche Elektronen
mit derselben Spinquantenzahl m; haben aufgrund des Pauli-Prinzips un-
terschiedliche Quantenzahlen m; und daher einen maximalen rdumlichen
Abstand. Dies hat eine minimale Coulomb-Wechselwirkung (Abstossung)
zwischen den Elektronen zur Folge. Daher liegt der Zustand mit maxima-
ler Gesamtspinquantenzahl S energetisch am tiefsten und wird von den
Elektronen des Atoms im Grundzustand eingenommen.

2. Aus der zweiten Hundschen Regel folgt unter Beriicksichtigung des Pauli-
Prinzips fiir die Besetzung der Zusténde einer Unterschale (feste Quanten-
zahlen n und ), dass neben der Bevorzugung paralleler Spins, zuerst der
Zustand mit maximalem m; besetzt wird, anschliessend der Zustand mit
my—1, usw. (maximiert Gesamtbahndrehimpulsquantenzahl L). Aufgrund
dieser Besetzung sind die Elektronen so weit wir moglich vom Zentrum
und dadurch auch voneinander entfernt. Dies hat wiederum eine minima-
le Coulomb-Wechselwirkung (Abstossung) zwischen den Elektronen zur
Folge. Der Effekt ist jedoch geringer als bei den Spins. Daher liegt unter
den Zustédnden mit maximaler Gesamtspinquantenzahl .S der Zustand mit
maximaler Gesamtbahndrehimpulsquantenzahl L energetisch am tiefsten
und wird von den Elektronen des Atoms im Grundzustand eingenommen.
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In Tab. 16.2 sind anhand der genauen Elektronenbesetzung fiir die Atome
Bor bis Neon diese beiden Punkte illustriert?.

Name Elektronenkonfiguration Besetzung der p-Unterschale
m=1 m=0 m=-1

Bor (15)°(25)%(2p)" T

Kohlenstoff  (1s)%(2s)%(2p)? T T

Stickstoff  (1s)2(2s)(2p)3 0 0 0

Sauerstoff  (1s)2(2s5)%(2p)* ™ 0 0

Fluor (1s)%(25)*(2p)° i ) 1

Neon (15)%(25)%(2p)° VR ) 1

Tab. 16.2: Die Besetzung der p-Unterschale am Beispiel der Atome
Bor bis Neon nach den Hundschen Regeln 1 und 2. 1 steht dabei
fiir ein Elektron im ,spin-up“-Zustand (ms; = 1/2) und | fiir ein
Elektron im ,spin-down“-Zustand (ms; = —1/2).

Beispiele

Wir illustrieren die Hundschen Regeln an den Atomen Wasserstoff bis Neon
(siehe Tab. 16.3), wobei wir die Elemente Wasserstoff, Helium, Bor, Kohlenstoff
und Stickstoff genauer besprechen:

1. Das Wasserstoffatom

Beim Wasserstoffatom ist die Situation am einfachsten. Wir haben ein
Elektron in der 1s-Unterschale, das entweder den ,spin up“- (ms = 1/2)
oder den ,spin-down- (ms; = —1/2) Zustand einnehmen kann. Damit
resultieren die Quantenzahlen S =1/2, L=0und J =L+ S =1/2 und
der Grundzustand 125, /2

2. Das Heliumatom

Die beiden Elektronen besetzen im Grundzustand die beiden mdoglichen
Zustande in der 1s-Unterschale. Fiir abgeschlossene Unterschalen verschwin-
den die drei Quantenzahl S, L und J und wird erhalten den Grundzustand
LS

0-

3. Das Boratom

Fiir die abgeschlossenen Unterschalen 1s und 2s gilt S = L = J =0 und
es genligt das einzelne Elektron in der 2p-Unterschale zu betrachten. Nach
den ersten beiden Hundschen Regeln nimmt es den Zustand n =2, =1,
my; = 1 und mg = £1/2 ein. Demzufolge gilt S = 1/2 und L = 1 und da
die 2p-Unterschale weniger als halb gefiillt ist, ergibt sich nach der dritten
Hundschen Regel J = |L — S| = 1/2. Somit lautet der Grundzustand fiir
das Boratom 22P1/2.

4Es sei bemerkt, dass die p-Unterschale umgekehrt auch zuerst mit drei Elektronen mit ,spin-
down‘ und erst anschliessend mit drei Elektronen mit ,spin-up“ gefiillt werden kann oder in
anderen Worten ,spin-up‘- und ,spin-down‘“-Zustand sind dquivalent.
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Name S L J (n)*®tL;
Wasserstoff 1/2 0 1/2 1251/2
Helium 0 0 0 1S
Lithium /2 0 1/2 22512
Beryllium 0O 0 O 1S,
Bor /2 1 1/2 2%Py )y
Kohlenstoff 1 1 0 3Py
Stickstoff ~ 3/2 0 3/2 4539
Sauerstoff 1 1 2 3p,
Fluor 1/2 1 3/2 Py /s
Neon 0O 0 O 1S,

Tab. 16.3: Die drei Quantenzahlen S, L und J und die spektro-
skopische Notation (n) 2°*!L; des Grundzustands fiir die Atome
Wasserstoff bis Neon nach den Hundschen Regeln.

4. Das Kohlenstoffatom

Wie beim Boratom haben wir nur die beiden Elektronen in der 2p-Unter-
schale zu betrachten (n; = ng = 2 und l; = ls = 1). Nach der ersten
Hundschen Regel haben sie parallelen Spin (beide ms = 1/2 oder beide
ms = —1/2) und damit gilt S = 1. Die zweite Hundsche Regel legt nun
die letzte Quantenzahl m; fest. Unter Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips
nimmt L fir m;; = 1 und mj; = 0 den maximalen Wert 1 an. Fiir die
letzte Quantenzahl erhalten wir nach der dritten Hundschen Regel J =
|L — S| = 0 und somit fiir das Kohlenstoffatom den Grundzustand 3 Py.

5. Das Stickstoffatom

Wiederum koénnen wir uns auf die drei Elektronen in der 2p-Unterschale
konzentrieren (ny = ny = n3 und Iy = lo = I3 = 1). Die erste Hundsche
Regel verlangt wiederum parallele Spins, womit S = 3/2 ist. Nach dem
Pauli-Prinzip miissen sie die Zustdnde zu m; = -1, 0 und 1 besetzen.
Wodurch nur die Méglichkeit L = 0 bleibt. Die Unterschale ist halb gefiillt
und daher folgt nach der dritten Hundschen Regel J = L + S = 3/2.
Stickstoff besitzt also den Grundzustand 45 /2-

16.5 Zusammenfassung

- Eine exakte Losung der Schrodinger-Gleichung, ist zwar fiir das Heliu-
matom (zwei Elektronen) unter gewissen Annahmen méglich, jedoch fiir
Atome mit mehr als zwei Elektronen aussichtslos. Es existieren aber di-
verse Naherungslosungen bzw. daraus abgeleitete angenéherte Modelle fiir
Mehrelektronenatome.

- Die Wellenfunktion von Mehrelektronenatomen ist durch das vierte Pos-
tulat der Quantenmechanik beschrieben: Die Wellenfunktion ¥ (1,2, 3, ...,n)
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eines Systems aus n nicht-unterscheidbaren, nicht-wechselwirkenden Teil-
chen wird durch ein (Tensor-) Produkt der Wellenfunktionen (i) der
einzelnen Teilchen beschrieben

(1,2, ..,n) = p(1)Y(2)Y(3) - ... - ¥(n). (16.36)

- Im Weiteren erfillt die Wellenfunktion von Mehrelektronenatomen die

sogenannte Austauschsymmetrie: Die Wellenfunktion ¢(1,2,...,n) eines
Systems aus n (wechselwirkenden) Teilchen (Elektronen) erfillt die Aus-
tauschsymmetrie, wenn beim beliebigen Tausch zweier Teilchen (Elektro-
nen) die Wahrscheinlichkeitsdichte [¢(1,2, ...,n)|? unveriindert bleibt. Die-
se Forderung der Austauschsymmetrie kann durch die Konstruktion von
symmetrischen (bleiben unveréndert bei der Vertauschung zweier Teil-
chen) und antisymmetrischen (&ndern das Vorzeichen bei der Vertau-
schung zweier Teilchen) Wellenfunktionen erfiillt werden.

- Elektronen erfiillen das nach Wolfgang Pauli benannte Pauli-Prinzip: Ein

System von Elektronen wird durch eine antisymmetrische Wellenfunktion
beschrieben bzw. in einer alternativen Formulierung: Die Elektronenzu-
stande eines Atoms konnen mit Elektronen nur so besetzt werden, dass
nie zwei oder mehr Elektronen in allen Quantenzahlen iibereinstimmen.

- Im Allgemeinen lassen sich Teilchen in zwei Sorten unterteilen: Fermionen

sind Teilchen mit halbzahligem Spin, werden durch eine antisymmetrische
Wellenfunktion beschrieben und erfiillen das Pauli-Prinzip. Bosonen sind
Teilchen mit ganzzahligem Spin, werden durch eine symmetrische Wellen-
funktion beschrieben und unterliegen nicht dem Pauli-Prinzip.

- Eines der einfachsten Modelle zur Beschreibung des Aufbaus von Meh-

relektronenatomen ist das Schalenmodell. Die Zustédnde der Elektronen
werden dabei ausgehend vom Wasserstoffatommodell durch die vier Quan-
tenzahlen n, [, m; und mg beschrieben. Alle Zustidnde, die zu einer festen
Hauptquantenzahl n gehoren, bilden dabei eine Schale, alle Zustande, die
zu einer festen Bahndrehimpulsquantenzahl [ gehoren, bilden eine Unter-
schale und die Besetzung der Elektronenzustinde und damit der Schalen
und Unterschalen von Atomen durch Elektronen erfolgt nach zwei Prinzi-
pien:

1. Pauli-Prinzip: Die Elektronenzustande eines Atoms konnen mit Elek-
tronen nur so besetzt werden, dass nie zwei oder mehr Elektronen in
allen Quantenzahlen iibereinstimmen.

2. Ein Atom nimmt einen stabilen Zustand ein, wenn seine Gesamtener-
gie minimal ist.

- Mit Hilfe des Schalenmodells ist es moglich die Elektronenkonfigurationen

der Atome zu bestimmen und damit den Aufbau des Periodensystems der
Elemente zu erklaren.
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- Bei der Bestimmung des Gesamtbahndrehimpulses, des Gesamtspins und
des Gesamtdrehimpulses fiir ein Mehrelektronenatom werden die beiden
Félle Russell-Saunders-Kopplung und jj-Kopplung unterschieden.

Bei der Russell-Saunders-Kopplung (leichte Atome) ist die Coulomb-Wech-
selwirkung viel grosser als die Spin-Bahn-Kopplung und die Bahndrehim-
pulse EZ der einzelnen Elektronen koppeln zu einem Gesamtbahndrehim-
puls L = va 1 L;, wobei N die Anzahl der Elektronen bezeichnet. Ana-
log koppeln die Spins S’ der einzelnen Elektronen zu elnem Gesamtspin
S = ZZ 1 S;. Der resulticrende Gesamtbahndrehimpuls L wechselwirkt
dann mit dem Gesamtspin S und bestimmt so den Gesamtdrehimpuls
J=L+S. Der Betrag der Drehimpulse E, S und J ist dabei auf die
gleiche Art und Weise wie beim Wasserstoffatom quantisiert. Sie sind be-
stimmt durch die Quantenzahlen L, S und J gemiiss |L| = \/L(L + 1)k,

S| = \/S(S+ Dhund |J| = /J(J + 1)h.

Bei der jj-Kopplung (schwere Atome) ist die Coulomb-Wechselwirkung
viel kleiner als die Spin-Bahn-Kopplung der einzelnen Elektronen. Es ist
dann nicht mehr moglich einen Gesamtbahndrehimpuls L und einen Ge-
samtspin S zu definieren, sondern die Bahndrehimpulse Ez und Spins 5‘;
der einzelnen Elektronen koppeln einzeln zu einem Gesamtdrehimpuls J;
der einzelnen Elektronen und diese wiederum zu einem Gesamtdrehimpuls
J= sz\; 1 J;. In der Realitit liegt bei den meisten Atomen eine Mischform
zwischen Russell-Saunders- und jj-Kopplung vor.

- In der Literatur wird fiir einen Zustand eines Mehrelektronenatoms mit
Gesamtbahndrehimpulsquantenzahl L, Gesamtspinquantenzahl .S und Ge-
samtdrehimpulsquantenzahl J die Bezeichnung 2*!L; verwendet, wobei
fiir L jeweils der entsprechende Grossbuchstabe einzusetzen ist. Bei Ato-
men mit einem einzigen Elektron in der &ussersten Unterschale wird die
Hauptquantenzahl n dieses Elektrons der Bezeichnung vorangestellt.

- Die Werte fiir die Quantenzahlen L, S und J fiir ein Atom im Grundzu-
stand sind durch die nach Friedrich Hund benannten Hundschen Regeln
bestimmt:

1. Die Gesamtspinquantenzahl S nimmt den maximal md&glichen Wert
an.

2. Unter den Zustdnden mit maximaler Gesamtspinquantenzahl S, liegt
derjenige mit maximaler Gesamtbahndrehimpulsquantenzahl L ener-
getisch am tiefsten.

3. Unter den Zustédnden mit maximaler Gesamtspinquantenzahl .S und
maximaler Gesamtbahndrehimpulsquantenzahl L bildet bei weniger
als halbgefiillten Schalen der Zustand mit J = |L — S| (minimales .J)
den Grundzustand, sonst der Zustand mit J = L+ .S (maximales .J).

Zum Teil wird auch die Regel, dass fiir abgeschlossene Unterschalen L =
S = J =0 ist, als weitere Hundsche Regel aufgefiihrt.
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Anhang A

(Gauss- Verteilung

Wir fithren an dieser Stelle die Berechnungen des Beispiels aus Abschnitt 9.2.2
durch. Dabei wird ein Teilchen betrachtet, dessen Wahrscheinlichkeitsdichte
|¢(z,t)]? durch die Gauss-Verteilung (siehe Gl. (9.27)) gegeben ist. Allen fol-
genden Berechnungen liegt die Berechnung des sogenannten Gauss-Integrals zu-
grunde, welches gegeben ist durch

/ e h dy = ﬁ7 (A1)

wobei k € R eine Konstante ist.
Beweis:

Als erstes zeigen wir, dass das Gauss-Integral durch ein Integral {iber den
gesamten zweidimensionalen Raum geschrieben werden kann. Es gilt

[ ([ esas) ([ etan)
([ ()
= < / O; erx>2. (A.2)

Demzufolge gilt

/ e dy \/ / / k@ +y%) dady. (A.3)

Dieses Integral lasst sich nun einfach berechnen, indem wir von den kartesischen
zu Polarkoordinaten wechseln. Mit den Transformationsregeln x = r cos ¢ und
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y = rsin und dem Fliachenelement dA = dzdy = rdrdy erhalten wir

_km dr \// / 2+92)da:dy
2 0
= / / e~k rdrdy
\/27r/ e~krirdr

(s= kr2) /
— e~ 5ds
k Jo

Mit (A.1) kénnen wir nun die Berechnungen aus Abschnitt 9.2.2 ausfiihren.
Wir beginnen mit der Normierungsbedingung (9.28)

/ [ (z,t)Pde = \1ﬁ/ o=/ 2a%) g (1D g (A.5)

PN av?2m

Fiir den Erwartungswert (z) (9.29) ergibt sich

- /oo (@, ) 2, O = /_Z|w(x,t)|2xdm

—x2/(2a )pde — — & o—2?/(2a%)

a\/ﬂ V2r .
= 0. (A.6)

o0

Fiir die Unschérfe Az (9.30) erhalten wir
x =1/ (2?) — (2)? = /(2?) = \//OO (xz, t)* x2(x, t)de
- ¢ |t s

! > +/00 aZe=e"/(20%) gg
oo -

=

2 2
rale ™ /(2a%)

2

=0

I
8

(A7)
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Als nédchstes fithren wir das Integral zur Bestimmung der Impulswellenfunktion

o(p,t) (9.32) aus

1 e )
1) = z,t)e" P/ g
o0t = = | i)
1 1 / 7 w?/(4a?) g—ipr/h
= e e’ dz
Varh/a\2r J-oo
1 1 /°° _ =2 _ips
= e a2 h dx
V21h \/a\/21 J -0
1 /°° G S
vV 27Th \/ am —o0
o0 1 2ipa 2 p2a2
T e
27h am —0o0
9
(yzx-i-m%a ) 1 1

—pPa? 12 / T v /a g,
vV 27Th \/ a\/ﬂ —0o0

1/2
(A.1)< 2a ) —a2p? /12
= | —— e . (A.8)
hv2m

Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(p,t)|? im Impulsraum ergibt sich in Uber-
einstimmung mit (9.33)

2(L 2,2 /K2
)P = e 2a%p?/h? A9
6000 = - e (A.9)

Damit sind wir in der Lage die beiden restlichen Berechnungen durchzufiih-
ren, d.h. die Berechnung des Erwartungswerts (p) (9.34) und der Unschérfe Ap
(9.35). Es ergibt sich

() = / " o, 1) pé(p, )dp

= / |6(p, t)|* pdp
2a e —2a2p? /12
= — e . d
2T J_so pbap
_ h 6_2a2p2/h2
av/ 8w —oo
= 0. (A.10)

[e.9]
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Ap= /P = \/ / ” o(p, ) Po(p, t)dp

= \//Oo |6(p, t)[* p2dp

2a > 2,2 /2
= e—2ap/h d
\/h o _oop(p ) dp

2 o
P\ 20 P saee| / LAY
h2m 4a? oo J oo 4a?
=0
_ h /OO 6_2a2p2/h2dp
a 87T —00
(A1) h

=5 (A.11)



Anhang B

Heisenbergsche
Unscharferelation

Die allgemelne Helsenbergsche Unschérferelation fiir zwei beliebige hermitesche
Operatoren A und B und einen beliebigen Zustand (x,t) ist gegeben durch

(A)y(AB)y 2 1[4, Byl

(B.1)

Wir leiten nun diese allgemeine Formulierung der Heisenbergschen Unschér-
ferelation ausgehend von der sogenannten Schwarzschen Ungleichung her und
zeigen anschliessend, dass die Unschérferelation (9.37) fiir Ort und Impuls als

Spezialfall aus (B.1) folgt.

B.1 Schwarzsche Ungleichung

Fiir zwei beliebige Wellenfunktionen ¢(z,t) und v (z,t) gilt

’/oo ©*(z,t)(z, t)dz

—00

—00 —00

Beweis:
i) Fir ¢(z,t) = 0 ist die Ungleichung (B.2) erfiillt.
ii) Fiir p(z,t) # 0 wihlen wir den Ansatz
Y(z,t) = we(x,t) + &(x,t) mit w € C,

wobei &(x,t) folgende Eigenschaft besitzt

/_OO ¥ (x,t)é(x, t)dx = 0.

373

2 o [e%)
< / (e, 1)|2da / (1) 2d.

(B.2)



374 ANHANG B. HEISENBERGSCHE UNSCHARFERELATION

Damit ergibt sich

/00 o (x, t)(z, t)dr = w/oo lo(z, t)|2dx + /OO o (z,t)(x, t)dx .

—00 —0o0 —00

=0
(B.5)

Daraus folgt fiir die Konstante w der folgende Ausdruck

— ffooo 90*(:6', tW(HJ, t)d;l’,'
f_oooo lo(x,t)2dx

(B.6)
Mit (B.3), (B.4) und (B.6) erhalten wir schlussendlich

/ " o t)Pde / " (el t) + € ) (zip(a ) + €, 1))da

—00 —0o0

ED o, / (e, B)Pdz + / £(, 1) 2da

—00 — 00

> z*z/ lo(x,t)|*dx

00 2
(B.6) ‘f_oo <P*($,t)1/)(a:,t)da:‘
T el t)Pda

B.2 Herleitung der Heisenbergschen Unscharferelati-
on
Wir zeigen nun unter Beniitzung der Schwarzschen Ungleichung (B.Q) die Rich-
tigkeit von (B.1).
Es seien A und B zwei beliebige hermitesche Operatoren und ¢ (z,t) ein

beliebiger Zustand. Nach Definition 9.4 ist das Unschérfeprodukt (AA),(AB)y
gegeben durch

o ) 1/2
(AA)y(AB), = ( | wana- <A>w)2¢($,t)d$>
o A 1/2
< /_ w*(m,t)(B—<B>¢)2w(m,t)dx> . (BS)

Wir fiithren die beiden hermiteschen Operatoren

X1 =A—(A)y, (B.9)
Xy =B~ (B)y, (B.10)



B.2. HERLEITUNG 375

ein, womit das Unschéarfeprodukt (AA)y(AB)y, geschrieben werden kann als

(AA)y(AB), = (/Z w*(xvt)Xfw(x,t)d;c> 1/2
(/Z zmgc’t)j(gw(ﬂﬁ,t)da:> " (B.11)

Gleichzeitig gilt aufgrund der Schwarzschen Ungleichung (B.2)

2

/ Xy, 1) P / \szx,t)r?dxz' / (X (z, )" X, t)d

(B.12)
Diese Ungleichung konnen wir auch schreiben in der Form
| &g nds [ X0 % 0de
_ _ . A )
> ‘ | &t ds . (B3)

Unter Ausniitzung der Hermitezitdt der Operatoren X 1 und Xg ergibt sich

/ g @) X2, ) / g () X, e

2

> ' / T @ ) X Kot (o, ) (B.14)

Der Vergleich mit (B.11) zeigt, dass die linke Seite dieser Ungleichung dem
Quadrat des Unschérfeprodukts (AA)y(AB)y, entspricht. Daher ergibt sich

(AA),(AB)y > ' / h V¥ (x, ) X1 X0t (2, t)da

(B.15)

Wir fithren nun den Antikommutator {X 1, Xg} = X1 X5+ X5X; ein und schrei-
ben damit das Produkt X; X5 in der Form

X1 Xy = f{Xl,Xg} + = [Xl, Xo]. (B.16)

Einsetzen in die rechte Seite der Ungleichung (B.15) ergibt

’/ Y (z tXngw(:U t)dx

- ‘/ " (2, ){ X1, Ko (. t)da
+/_oow*(x’t)[XlaX2]¢(x,t)dx

= LRy + (K Kyl (B
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Einsetzen in (B.15) liefert

(AA)(AB)y > = |({ X1, Xo by + ([X1, Xa])ul. (B.18)

| =

Der Erwartungswert des Antikommutators ist reell und derjenige des Kommu-
tators rein imaginédr. Aus diesem Grund kénnen wir schreiben

= (10 Zo) P (K )

SR, Xl (B.19)

(AA)y(AB)y =

v

Wir setzen nun als néchstes die Definitionen (B.9) und (B.10) in den Kommu-
tator [X7, Xo] ein und erhalten

(X1, Xo] = [A = (A)y, B— (B)y] = [4, B]. (B.20)

Einsetzen in (B.19) ergibt nun in Ubereinstimmung mit (B.1) das folgende Re-
sultat

(A)4(AB)y = 514, Bl (B.21)

B.3 Beispiel

Wie zu Beginn erwihnt, zeigen wir zum Abschluss, dass die Formulierung (9.37)
als Spezialfall aus (B.1) folgt. Es sei also A = & und B = py. Einsetzen in (B.1)
ergibt mit (9.85)

(A2)u(Bpe)y 2 5 ([ el

-1 \ | v @t pdeta s

85) 1] [
(9.85) 5 ’ /_ ~ O (z, )i (z, t)de

= g ’/Z Y (x, t)(x, t)dx
=1

h
= _. B.22
5 (B.22)
D.h. es folgt in Ubereinstimmung mit (9.37)
h
AzApy > 5 (B.23)



Anhang C

Bewels Gram-Schmidtsches
Orthogonalisierungsverfahren

Wir zeigen hier die Richtigkeit des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsver-
fahrens aus Abschnitt 9.5.6, welches ermoglicht aus urspriinglich n nicht ortho-
gonalen (normierten) Eigenfunktionen v;(x,t), i = 1, 2, ..., n, n orthogonale
(normierte) Eigenfunktionen W;(x,t), i = 1, 2, ..., n, zu gewinnen. Zu zeigen
ist, dass die n durch (9.270) definierten neuen (normierten) Eigenfunktionen
U;(x,t), i = 1, 2, ..., n, paarweise orthogonal zueinander sind, d.h. wir miissen
zeigen, dass

/ Ui (x,t)¥;(z, t)de =0 fiir i # j und 4,5 € {1,2,...,n}. (C.1)

—00

Der Beweis erfolgt nach dem Induktionsverfahren:

i) Verankerung: Fir n = 1 ist die Richtigkeit der Aussage klar.

ii) Schritt n —1 — n: Wir nehmen also an, dass die (normierten) Eigenfunk-
tionen ¥;(x,t), i = 1, 2, ..., n — 1 paarweise orthogonal zueinander sind
und zeigen, dass dann auch ¥, (z,t) orthogonal zu allen ¥;(z,t),i = 1, 2,
..., n — 1 ist, d.h. dass

/OO Ui (x, t) ¥, (x,t)de =0, (C.2)

—0o0

wobei k € {1,2,...,n — 1} beliebig. Wir fithren diese Rechnung nun aus.
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Mit (9.270) ergibt sich

oo

Ui (x, t) ¥, (x,t)dx

00 n—1 0

_ / v (wn(x H-3 Wi, 1) / \I/Z‘(:r,t)wn(x,t)dy> da
[ele} i=1 —00

= /00 Ui (x, t)pn(z, t)dx
OQc>o n—1 0o

- / Ui(x,t) Y Wy(a,t) / Ut (z, )ty (2, t)dydz

- i=1 -

= /OO Ui (z, ) (2, t)dx (C.3)
n—1 . 0o

—Z/ q:,:(x,t)w,-(x,t)dx/ U (2, t) Y (z, ) dy.

=1

Nach Voraussetzung sind die (normierten) Eigenfunktionen ¥;(z,t), i =

1, 2, ..., n — 1 paarweise orthogonal zueinander und demzufolge ist
e 0, k#i,
/ Uk (2, 4) Wi (x, t)dx = 7 (C.4)
—oo 1, k=1.

Damit folgt aus (C.3)

/Oo U (2, )y (1) — /OO U (2, )b (x, £)

—00 —0o0

_ /Oo U (2, )b (2, )y = 0. (C.5)



Anhang D

Entwicklung einer
Dreiecksfunktion

Wir betrachten ein Teilchen im Potentialtopf, welches sich zur Zeit ¢t = 0 in
einem Zustand ¢ (x, 0) befindet, welcher durch eine (normierte) Dreiecksfunktion
beschrieben werden kann (siehe Abb. D.1)

s O<x<L 2,

Jiz x x /

U(@,0)= 5 { (-2 + L), 0<z<L/2 (D.1)
0, sonst.

Das Ziel ist es nun diesen Zustand entsprechend dem Satz 9.5 nach den Ei-
genfunktionen des Hamilton-Operators des Teilchens im Potentialtopf zu entwi-
ckeln. Diese sind nach (9.128) gegeben durch

Yn (2, 1) = tp(z)e i/, (D.2)
wobei
2 gin (2r <z<L
() = Lsm(Lw), 0<z <L, (D.3)
0, sonst.

Nach Satz 9.5 gilt

$(@,0) = 3 enthn(2,0) mit ¢, = /_ (e 0@, 0)de.  (DA)

W(x,0)
Abb. D.1: Der Zustand eines Teilchens im
. « Potentialtopf wird zur ¢ = 0 durch eine
0 L/2 L Dreiecksfunktion beschrieben.
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Wir berechnen nun fiir unser Beispiel die Entwicklungskoeffizienten ¢,,. Es ergibt
sich mit (D.1) und (D.3)

L2 [9 nr \ V12 Lo f2 nr \ V12
p— —_— _— — 1 —— L
/0 7 s <Lx) 3 xdw—i—/L/Q 7 (L ) L3( xr+ L)dx
V24 /L/2 /L nm
= — sin (| —ax ) xdx + sin{—x) (—z + L)dx
SV B G (M) - s (M) b
=7 33 sin 7 T mrx cos T .

2 (G () 5 (5)
2 2
+ <n§7r2 sin (n;) + 2617 o8 (n;)))
= 74\/6[/ in (n—ﬂ-> . <D~5)

Einsetzen in (D.4) ergibt fiir die Wellenfunktion ¢ (z,0) zur Zeit ¢ = 0 die
folgende Entwicklung

0) = Z Cnhn(x,0) = Z Cnin ()
Z 4v/6L sin (mr) U ()

n2m2

_ ‘W;L (1160 = guate) + st = ). (@9

m 9 25

Den Zeitverlauf der Wellenfunktion ) (z,t) ergibt sich nun aus der bekannten
Zeitabhéngigkeit der stationdren Zustidnde ¥, (z,t) (D.2). Wir erhalten damit
die folgende Losung

NEHEDY V6L o (%) ()~ Bt/

n2m2

4+/6L . 1 . 1
_ \/; <ul($)€—zE1t/h_ 7u3(x)e—zE3t/h+7

—iEst/h
p 9 o5 Us(T)e



Anhang E

Der quantenmechanische
harmonische Oszillator -
Potenzreihenansatz

In Abschnitt 10.2 haben wir eine algebraische Losung der Differentialgleichung
(10.7)

ﬁﬁ (z) + mw?z”
2m 8x2u . 2

des harmonischen Oszillators kennengelernt. Wir zeigen hier nun eine alternative
Losung, die wie bereits in Abschnitt 10.2 angedeutet, auf einem Potenzreihen-
ansatz aufbaut. Als erstes formen wir die Differentialgleichung um, indem wir
ein paar neue Variablen einfiihren

h
= @, (E.2)
z= 2 (E.3)
_miz (E.4)
Damit vereinfacht sich (E.1) zu
0? 9
<822 -2+ )\> u(z) =0. (E.5)

Fiir sehr grosse z reduziert sich unsere Differentialgleichung auf die Form

<aaz22 — 22> u(z) = 0. (E.6)

Diese Gleichung wird nédherungsweise durch die Funktion

w(z) = Ae™*"/? (E.7)
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gelost. Denn es gilt fiir grosse z

82 2 2 2
(822 —z > (Aefz /2) =((z2-1)—2%)e* 2= _e7#/2 50 (z = ).

(E.8)
Aus diesem Grund wihlen wir als Ansatz
u(z) = Q(z)e_z2/2. (E.9)
Einsetzen in (E.5) liefert
0?2 0
<822 225 + (A= 1)> Q(z) =0. (E.10)

Nun sind wir an der Stelle angelangt, wo der Potenzreihenansatz zum Zuge
kommt. Wir setzen

s .
= Zajz]. (E.11)
=0
Einsetzen in (E.10) ergibt
Zaj 3G — 12772 — 2527 + (A = 1)27) = 0. (E.12)

Damit die Summe verschwindet, miissen die Koeffizienten jeder Potenz ver-
schwinden. Daher erhalten wir die folgende Bedingung

(G+2)(G + Dajra — (2§ +1 - Na; = 0. (E.13)
Damit ergibt sich zwischen den Koeffizienten die Rekursionsrelation

(2§ +1-))

Gjig = —————a,. (E.14)
SRR IR Vi
Fiir grosse j ergibt sich somit das folgende Grenzverhalten
i 2
L2 _ 2 (E.15)
7 J

Wir vergleichen dieses Verhalten der Potenzreihe QQ(z) mit der Reihe

> 1 1 j 1
-3 z A 62 z 0 /2), (£.16)
7=0 N ,

A T
s J:

h

wobei S’ nur iiber jedes zweite Glied summiert. In diesem Fall ergibt sich fiir
nachfolgende Koeffizienten das folgende Grenzverhalten

k
Ak+2 . 5! 1

2
= = —_— —
ag 2y k241 Kk

(k — o). (E.17)
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D.h. die Reihe Q(z) wiirde wie e’ divergieren fiir z — oo, wenn sie nicht ab-
bricht. Demzufolge wiirde u(z) wie e* e /2 = ¢2*/2 divergieren fiir z — oo und
u(x) wére nicht normierbar und daher physikalisch nicht sinnvoll. Demzufolge
muss die Reihe Q(z) abbrechen. Nennen wir die hochste in der Reihe auftretende
Potenz n, so ergibt sich die Abbruchbedingung a,+2 = 0 und damit aus (E.14)

n4+1—A=0. (E.18)

Mit (E.4) ergeben sich damit in Ubereinstimmung mit (10.43) die folgenden
diskreten Energiewerte E,, fiir den harmonischen Oszillator

Ey = hw <n + ;) . (E.19)

Die zu den Energiewerten E,, zugehorigen Funktionen Q(z) und damit die Wel-
lenfunktionen w, (x) kénnten mit Hilfe der Rekursionsrelation (E.14) bestimmt
werden. Setzen wir jedoch die Bedingung (E.18) in (E.5) ein, erhalten wir fol-
gende Differentialgleichung

0? 0
welche mit der Differentialgleichung (I.2) der Hermite-Polynome H,,(z) tiberein-

stimmt. D.h. es gilt Q(z) = H,(z) und wir erhalten mit (E.9) und (E.3) fiir die
Wellenfunktion wy,(z) des harmonischen Oszillators die folgende Losung

un(z) = AQ(z/x0)e /%012 = AH,, (x/z)e@/*0)*/2, (E.21)

wobei A eine noch zu bestimmende Normierungskonstante ist. Mit der Ortho-
gonalitétsrelation (I.7) ergibt sich die folgende Bedingung fiir A

= A2 H(z/x0)e (2/20)” g
= A2z Hz(z)e_zzdz
LD p2409701 /7. (E.22)

Daraus ergibt sich fiir die Normierungskonstante A
A= (2"n!7Txo) V2 (E.23)

Einsetzen in (E.21) liefert in Ubereinstimmung mit (10.44) fiir die Wellenfunk-
tion uy,(z) des harmonischen Oszillators das folgende Schlussresultat

un(z) = (2"nI/mxo) " V2H, (x/x0)e” #1202 e N, (E.24)
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Anhang F

Der Laplace-Operator in
Kugelkoordinaten

In Abschnitt 11.1 beniitzten wir den Laplace-Operator A = 92 /9z% + 82 /0y? +
0?/02% in Kugelkoordinaten, d.h. in der Darstellung (siehe Gl. (11.7))

19 o) 1 0 ) 1 92
A=—-—(rP= — [ sindv— - . F.1
r2 Or <r 6r> Tt 2o 09 <sm 819) * 2 sin? ) Dp? (F.1)
In diesem Abschnitt nehmen wir nun diese Umrechnung des Laplace-Operators

von kartesischen zu Kugelkoordinaten vor. Dazu verwenden wir die folgenden
Transformationsregeln

x = rsinvdcosp, (F.2)
y = rsindsin p, (F.3)
z =rcosv, (F.4)

bzw. die Umkehrung

r=z2+y>+ 22, (F.5)
¥ = arccos(z/r), (F.6)
¢ = arctan(y/z). (F.7)

Wir gehen nun schrittweise vor, indem wir als erstes die erste Ableitung von ¢ =
Y(r,p,9,t) nach z, dann die zweite Ableitung von v nach z und anschliessend
die entsprechenden Ableitungen fiir ¥ und z bestimmen.

a) Erste Ableitung nach x

Mit
g; = sin ¥ cos p, (F.9)
gi _ W’ (F.10)
o
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erhalten wir

oy (. 0 cosvcosp O sing 0
or (smz?cos Zor T v TSinﬁ@g@) v

(F.12)

b) Zweite Ableitung nach x
Fir die zweite Ableitung von 1 nach z ergibt sich mit (F.12)
8271/1 S0 cos g+cosz9(zos<p 0 sing J
Ox? Yor r Y rsind dp

8w+cosﬁcos¢%_ sing 0y
or r 0Y  rsind 0y

(sm ¥ cos ¢

_ winy o 9 671# coscosp Y sinp Iy
™ sin COSSO@T r 09  rsind dp

costcosp 0 0 cosﬁcoscpaw sinp 0y
r %(SIH&COSSD@ r %_rsinﬁ&p>

sing 0 0y  cosdcosp Y  sinp O

© rsind dp <51n19cos<p6r r a0 rsinﬁ&p)

0*)p  cos’Pcos’p Py sin*p 9%
= sin® ¥ cos? 2 o2 r2 o2 r2sin? 9 Op?

N (COS2 ¥ cos? N sin? <p> o
r r or
n cos ¥ sin? ¢ B 2 sin 19 cos ¥ cos? ¢ 871#
r2 sin v 72 09
n sin ¢ cos ¢ n cos?¥sinpcosyp  singcosp %
72 r2sin2 9 r2sin?9 ) Op
2 sin¥cos¥cos? 0%  2sinpcosyp 0%
r oroy r ordyp
2 cossin pcosp 9?1
r2sind 090’ (F.13)
c) Erste Ableitung nach y
oY orod 000 0Op 0
- = F.14
ay <8y8r+8y819+8y&p>¢ (F.14)
Mit
g; = sin ¥ sin ¢, (F.15)
09  cos¥sing
=" F F.1
5 = o, (F.16)
Odp  cosp
= = F.1
Oy  rsind (F.17)
erhalten wir
o . .0 cosvsing 0 cosp 0
o (smz?smgpar 7879—}_7“8&1&19% . (F.18)
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d) Zweite Ableitung nach y

Fiir die zweite Ableitung von 1 nach y ergibt sich mit (F.18)

9 .
qué) = sin¥sin 4,0; <sinﬁsin goaa@f + 19;111@(311{,1 7211%%)
cost¥sinp 9 [ | . 0Y  cosd¥singp 0y cosy O
r &9<31n19$1ncp8r+ r &9+rsin198g0>
cosp 0 (. . O0Y  cos¥sinpdyY  cosp OV
rsin® A (Smﬁsmwar * r B rsinﬁ&p)

0% n cos® ¥ sin? ¢ 0% cos? p 0%
or? 72 992 r2sin? 9 Op?
N <cos2 YUsin? o N cos? go) o

= sin? ¥sin® o

r r or
cost¥cos?p  2sinvcosVIsin? ) O
< rZsindg r? > ES)
sinpcosp cos?dsinpcosp  singcose OY
a < 72 + 2 sin? 9 r2 sin? ¢ > o
. 2sin 1 cos ¥sin? ¢ 91 n 2sin g cos 0%
r orovd T ordy

2cosVsinpcosp 0%
r2 sin 090p"

(F.19)

e) Erste Ableitung nach z

% _ <8T8 L0 000 )w. (F.20)

8z \0z0r  9z99 9z 0y
Mit
or
5, = 08 I, (F.21)
09 sin
.= (F.22)
dp
5 = 0 (F.23)
erhalten wir
o 0 sind 0
% = <COS 195 — ’)"8’[9) 'l/] (F24)

f) Zweite Ableitung nach z
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Fiir die zweite Ableitung von 1 nach z ergibt sich mit (F.24)

PU 00 (g 000
022~ “CVor \“Cor T T o
7sin192 cosﬁaj—smﬁa—q’b
r oY or r oY
0%  sin¥ 0%  sin?9 0y 2sindcosV O
_ 2 Zr -
s T et T T 2 g
2sin1) cos) 921
— . F.2
r ordf (F-25)

Der Laplace-Operator A in Kugelkoordinaten entspricht nun der Summe der
Ausdriicke (F.13), (F.19) und (F.25). D.h. es gilt

o2 Oy 0%
=022 T2 T a2

= (F.13) + (F.19) + (F.25). (F.26)

A

Um die Formelschlacht ein bisschen iibersichtlicher zu gestalten, verzichten wir
auf das direkte Einsetzen und vereinfachen in der Summe (F.13) + (F.19)
+ (F.25) die Ausdriicke, welche nur die zweite Ableitung nach r, ¥ oder ¢
enthalten, Ausdriicke, welche nur die erste Ableitung nach 7, ¥ oder ¢ enthal-
ten oder Ausdriicke, welche nur eine gemischte Ableitung nach r und ¢, r und
 oder ¥ und ¢ enthalten, separat:

i) Ausdriicke mit zweiter Ableitung nach r
2 2 2
sin? ¥ cos? wégrf + sin? ¢ sin® (‘02712 + cos? 79({;7}5
= (sin2 ) (COS2 © + sin? cp) + cos? 29) az—w
or?
_ %
- or?’
ii) Ausdriicke mit zweiter Ableitung nach ¥
cos® ¥ cos® p 01 N cos? ¥ sin? ¢ 9% n sin? 9 0%
72 09?2 72 09? r2 092
_sin® 9 + cos? ¥ (cos? p + sin® ) 0%
r2 09?

(F.27)

_1%y
S r2ou?’
iii) Ausdricke mit zweiter Ableitung nach ¢
sin? ¢ 0% cos?p 0%

r2sin? 9 0p?  r2sin? Y 0p?
B sin? o + cos? p 0%
T r2gin?9 0?2
1 9%
© r2sin? 9 0p2°

(F.28)

(F.29)
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iv) Ausdriicke mit erster Ableitung nach r

(005219(:052<p N sin2g0> o N <c03219sin2<p N cos2g0) N N sin21987¢

r r or r r or r  or
~sin? 9 + cos? ¥ (cos? ¢ + sin® ) + sin® ¢ + cos® Oy
- ; ar
20
=——. F.30
r Or ( )
v) Ausdricke mit erster Ableitung nach ¥
cos ¥sin? ¢ _ 2sindcos? cos? @ oy
r2 sin v r2 o0
cos 1 cos? _ 2sindcos? sin? ¢ oY
r2sind r2 09
N 2sind cos ¥ Oy
r2 09
[ cos? (sin2 © + cos? gp) N 2sin 4 cos (1 — sin? ¢ — cos? go) oY
o r2sin ¥ T2 oY
costt O
= ———. F.31
r2sind Ov (F:31)
vi) Ausdriicke mit erster Ableitung nach ¢
sin ¢ cos @ n cos?¥sinpcosy  sinpcosp oY
r2 r2 sin? ¢ r2sin?9 ) Op
_ (sinpcosg n cos?¥sinpcosp  singcosp %
r2 r2 sin r2sin?9 ) Op
=0. (F.32)

vii) Ausdriicke mit gemischter Ableitung nach r und 9

2sin cos¥cos? p 0%  2sind cos¥sin? ¢ 9% _ 2sindcos? 0%

T ordd r orod r orod
2sind cos ¥ (sin® p + cos? p — 1) 9%y
N r orod
—0. (F.33)

viii) Ausdriicke mit gemischter Ableitung nach r und ¢

_ 2singpcosyp 0%  2singcosp 0%
r Ordy r Ordyp
= 0. (F.34)

ix) Ausdriicke mit gemischter Ableitung nach ¢ und ¢
_ 2cosdsingpcosp 0% 2 cos¥sin pcosp 0%
r2 sin 090 r2sin? 090
= 0. (F.35)
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Mit den Vereinfachungen i) - ix) ergibt sich fir die Summe (F.13) + (F.19)
+ (F.25), d.h. fiir den Laplace-Operator A (F.26) in Kugelkoordinaten das fol-
gende Resultat

A 8271# 20¢ ia%/} cost Oy 1 0%
S or2 e dr 2092 r2sind 99 r2sin? 9 02
10 (4,0 1 o (. 0 1 02
A P A L VI F.
r2 or (T 87”) T 2o v <Sm19819> * 72 sin? ¢ Op? (F-36)

Dieser Ausdruck stimmt mit (F.1) iiberein, womit die Richtigkeit von (F.1)
gezeigt ist.



Anhang G

Quadrat des
Bahndrehimpulsoperators

Wir fiihren an dieser Stelle die Berechnung des Quadrats des Bahndrehim-
pulsoperators L2 (11.10) aus Abschnitt 11.1 schrittweise durch. Unser Aus-

gangspunkt ist der Bahndrehimpulsoperator L in Kugelkoordinaten, welcher
nach (11.9) gegeben ist durch

> : 80 _ cos¥cosp O

- {/x A —sm (705919 gin_ 9 6(?50

— _ 9 _ cosUsing 9
L=\Ly|= P e T , 0 op | (G.1)

Wir berechnen nun die Quadrate IA/)Q(, IA/}Q, und ﬁg der einzelnen Komponenten
des Bahndrehimpulsoperators separat, indem wir den jeweiligen Operator auf
die Wellenfunktion ¢ = ¢ (r, ¥, ¢, t) anwenden:

i) a-Komponente

A . 0 costcosp 0 . 0¥y  costcosp Oy
20 12 [ _ O cosveosp O ) [ oY _ cosvcosyp oy
Ly =—h < T sin ¢ 8@) < S99 sing Oy

0% cos?Vcos? p 0%  cosvcos? p O

— —h2 2 s

(sm 7 902 * sin?9  0p? + sing 09
_singpcosgo(1+008192)87¢+2cosﬂsingocosg0 0% (G.2)

sin? ¢ Op sin ¢ 090y | ’

ii) y-Komponente

. 0 cos¥sing 0 oY cos¥siny O
2 2
Ly =—h <cos %) > (cos %)

09 sind oy o sind oy

0% cos?¥sin? p 0%  cos¥sin? p OP
) 2 oy
=—n (COS Y992 * sin?d9  O¢? sing 9
+singocosg0(1+cosz92)87w_2cosﬁsingocos<p 92 (G.3)
sin? 9 Oy sin ) 090y | ’
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iii) z-Komponente

2 _ 32 i %
Loy = <890> (&p)
824
= _hQaTo?' (G.4)

Mit (G.2), (G.3) und (G.4) erhalten wir fiir das Quadrat des Bahndrehim-

pulsoperators L2 das folgende Resultat
7o (72 72, 72
2= (LX+Ly—|—LZ)w

2 219 102 2 2
_ 2 ((sin2go+c082gp)8 1/1+ (cos (sm © + cos go) +1> 0

092 sin? 9 Op?
N cos v (sin2 ¢ + cos? <,0) o
sin 4 £
N sin ¢ cos @ (1 + cos 192) N sin ¢ cos @ (1 + cos 02) oY
sin? ¥ sin? ¥ Oy
2 cos ¥ sin p cos ¢ B 2cosvVsinpcosp\ 0%
sin 1 sin 9 090y

2 0% N 1 0% cosd Oy
092 sin?9 0p?  sind 99

TS R SO GPRNPYCI WS W)
=—n (sinﬁ(%‘ V%9 ) T o ag? ) (G.5)

Dieser Ausdruck ist identisch mit (11.10), womit die Richtigkeit von (11.10)
gezeigt ist.




Anhang H

Berechnung diverser
Kommutatorrelationen

Am Ende des Abschnitts 11.1 fitlhren wir diverse Kommutatorrelationen auf,
dessen Berechnungen wir an dieser Stelle durchfithren. Auf die Herleitung der
Relationen (11.12), (11.13) und (11.14) wurde bereits in Abschnitt 9.3.3 einge-
gangen, weshalb wir uns hier auf die Relationen in (11.15) und (11.16) beschréan-
ken, d.h. wir zeigen die Richtigkeit der folgenden fiinf Kommutatorrelationen

2

S~

[ yI:x] =0, (Hl)
[L2,1,] =0, (H.2)
122,1,] =0, (H.3)
1,12 =0, (H.4)
[H,L,) = 0. (H.5)

Beweis:

Wir beweisen nun einzeln die Richtigkeit der Ausdriicke (H.1) - (H.5) durch
explizites Ausrechnen. Dabei treten drei Ableitungen wiederholt auf, weshalb
wir sie hier zu Beginn auffithren

0 <COSl9> —sin? 9 — cos2 ¥

99 \ sind sin? ¥
1
= e’ (H.6)
ﬁ 1 ~ —2sin cos v
99 \sin2v9 /) sin* ¢
2 cos
= Ty (H7)
Q (2cos19> B —2sin? ¥ — 6sin? ¥ cos? ¥
09 \ sin®09 ) sin® 9
2 4+ 4cos? ¥
= - H.8
sin® ¥ (H.8)
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i) Die beiden Operatoren L2 und Ly sind nach (11.10) und (11.9) gegeben
durch

5 0? 1 0? costt 9
2 32 2
L7==h <8192 * sin? 1 Op? T o 819) ’ (H.9)

i _h( o g_cosﬁcosgpi
<=\ T sind  9p)

Damit resultiert fiir die Anwendung des Produkts L[2L, auf eine beliebige
Wellenfunktion ¢ = ¥ (r, 9, ¢, t)

S0 R [ 02 1 02 cost 0 0y cos?cosp I
DLy =— ) (sinpot 4 2R E L
v=5 <aq92 T 29952 | smo 819) (Sm‘paﬁ Sin a¢>

3 < 23 cosVsinp 0% _ singp 9¢ N cosﬁcosgp@i&

— 5 P8 sing 092 sin29 99 sin?¥  Op?
2cosUsing 0%  cos?Ycosp 0%
o sindY 0p? sin?d  099¢
costcosp O3 sinp 9% ) (HL11)
singd  0920¢  sin?9 090p? ) '

Andererseits ergibt sich
P 3 0 costcosp O 0% 1 0% cosd Oy
2, Wl Y o oy
Ll =5 <Sm“0319 T a¢> (8192 sin® 9 02 | sind &9)
B hj sin 03 n cos ¥ sin ¢ 0% _ sing oY cosﬁcoscpaib
T\ T sing 092 sinf0 09 | sidd 0gP
_ 2cos¥sing 0% cos?Vcosp 0%
sin?¥  0p? sin?9  09d¢
3 : 3
cos?cos«p Y n Simf >y . (H.12)
sing  9920¢  sin? 9 990p?

Die Ausdriicke in (H.11) und (H.12) sind identisch und daher erhalten wir

~

[L?, Ly]tp = L?Lytp — Ly L? = 0.

ii) Die beiden Operatoren L? und Ly sind nach (11.10) und (11.9) gegeben

durch
5 0? 1 0?2 cos?v 0O
L?=—n? — H.1
<(‘9192 * sin? 9 02 Y 819) ’ (H.13)
A h 0 cos¥sing 0

Damit resultiert fiir die Anwendung des Produkts I_;Qﬁy auf eine beliebige
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Wellenfunktion ¢ = ¥ (r, 9, ¢, t)

h3 0? 1 0 cos? O 0y cos?sinp QY
N 55t 55+ 77 ) (cosos ————
i \ oY sin“ 1) Op sin ¥ 9 09 sind  Jy
h3 ( 0% costcosp0*p  cosp O

537 Ly =
Y T sing 092 | sin20 09
cos¥sin %)  2cos¥cosp 0%p  cos?Using 0%
sin?9  0p3 sin?9 92 sin?9 090y
cosV¥sing 03 _cosp 03
singd  0920p  sin?Y 0902 )
Andererseits ergibt sich
h3 d cosV¥singp O 0% 1 0% cosd O
L, 2 = COSUSILY 9 o
v= <C°S L R 3g0> <0192 T 2009 | Sng &9)
h3 ( 0% costcosp0*p  cosp O

(H.15)

Y T sing 092 | sin20 09
cos¥sinp %)  2cos¥cosp 0%p  cos?Using 0%
sin?9  0p3 sin?9 g2 sin?9 099y
cos¥sing 03 cosp 0%
sing  0020¢  sin?9 a&&ﬁ) ‘
Die Ausdriicke in (H.15) und (H.16) sind identisch und daher erhalten wir

(H.16)

L%, Lyl = L2yt — Ly L2 = o,

iii) Die beiden Operatoren L2 und L, sind nach (11.10) und (11.9) gegeben

durch
I H? 1 02 cost O
= —h? — H.1
n (&92 T in?00g2 T smo &9) : (FL17)

L,="° (H.18)

Damit erhalten wir fiir die Anwendung des Kommutators [L2, L,] auf eine
beliebige Wellenfunktion 1 = ¢ (r, 9, ¢, t)

L%, L) = L* L — L,L*)
R [ 02 1 02 cosd 9\ O¢
T (8192 * sin? 9 Op? Y 819) O
n 7137 <02@ZJ 1 0% cosz98w>
i Op \ 02  sin?9 dp?  sind 99
03 1 0% cosd 0%
T (ama@ SinZ9 057 | smo 81984p)
_}_713( 03 1 9% N cos1) 0% )
i \0U20p = sin?Y9 03 sind 090y
=0. (H.19)
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iv) Die beiden Operatoren H und L? sind nach (11.8) und (11.10) gegeben
durch

2
H=—A+Vo
2m
—_ﬁ iﬁ TQQ + 1 g sinz?ﬁ +#i2
 2m \r20r or r2 sin 1 99 oY 2 sin? ¥ Op?

62

4megr
__m(or 20 10 ey 9 1 9
o2m \Or2  ror  r209  rZsin? 0¥ r2sin? 0 0p?
2
e
— pr— (H.20)
) 0? 1 8% cos? O
2 _ 2 Y .
Lr=-n (8192 * sin? 9 92 T o 8@) ' (H.21)

Damit resultiert fiir die Anwendung des Produkts HI? auf eine beliebige

Wellenfunktion ¢ = ¥ (r, 9, ¢, t)

N 2m \Or2  rOr 1209 r2sin¥ 09  r2sin? 9 Op?
e? 5 (0% 1 0% cos? Oy
_47reor) (_h <8192 Tz Dp? T o 819)) - (H2)

Ausfithrung der Ableitung liefert mit Hilfe von (H.6), (H.7) und (H.8)

S s ot 1 o cosd O 2 O
2,0 — 7 Z
B = 2m <8r28192 T SmZo Ir2dp? TSm0 ar2a9 T arove
2 03y 2cos¥ 0% 1 0%

+ rsin2 9 0rdp? | rsind 0rdd | r2 994

2cost 0%  cos?V — 2 0% cost O
r2sin 9 093 r2sin29 092 | r2sind3 9 U
1 0*p 2+ 2cos? W 0% 2 oy
+ r2 sin? ¥ Op* r2sin? 9 0p?  r2sin? 9 092042
2cost 0%
" 2sin39 808@2>

2.2 2 2
h“e 0“1 '12 0“1 90819871/) . (H.23)
09?  sin?9 0p?  sind 9V

dmegr
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Andererseits ergibt sich
5o 4 0% 1 0% cosd O R (0> 20
2 _ (2 v I T
iy = < n (8192+Sin2@“3g02+sin19819>> < 2m <8T2+r8r
190 n cost J n 1 0? B e?
200  r2sin? 09  r2sin? ¢ 92 4reqr
_nt ( ot 1 ot cos?) 931 2 9%

_|_

92092 | 529 0r2072 | sind 01200 | r 0700
2 0% 2cos 0% 1 0%
* 7 sin? ¥ Ordp? + rsind Ordv + r2 994
2cost¥ 0% cos? ¥ — 2 0% cos? O
+ r2 sin 9 993 * r2sin?19 092 * r2sin3 9 99
1 9% 24 2cos?9 0% 2 ot
r2 sin ¥ Op? r2sint9  0p?  r2sin? 9 092042
2cost 0%
~ r2sin? 9 9902 )
h%e? <82w b 1 0% c?sﬁ&j}> ' (H.24)
dregr \ 092 sin?9 0p?  sind 9V
Die Ausdriicke in (H.23) und (H.24) sind identisch und daher erhalten wir

T 2m

[, L2 = HI%) — L2Hy = 0.

v) Die beiden Operatoren H und L, sind nach (11.8) und (11.9) gegeben
durch

g PP (9 20 109 cosd 0 1 &
o2m \Or2  ror 209  r2sin? 09 r2sin?d 0p?
2
e
— H.2
dmeqr’ (H.25)
- h 0
L,=—-——. H.2
P00 (H.26)

Damit erhalten wir fiir die Anwendung des Kommutators [H, L,] auf eine
beliebige Wellenfunktion 1 = ¢ (r, 9, ¢, t)

[ﬁﬁ]¢:(iﬁ(a2+2a+la+ COSﬁg+ 1 82)
T 2m \Or2  rdr 1209 1r?2sind 99  r2sin? 9 Op?
e? h Oy
_47T60r) ;%

h o <_ h? <82¢ 200 100 cosd O

T i0p a2 T ror V280 T Zsmo 09

1 82 2
+ <2 1/2} - ¥
r2sin“ 9 Oy dTegr

= 0. (H.27)

2m
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Anhang I

Mathematische Funktionen

In Kapitel 10 beim Lésen der Schrodinger-Gleichung fiir den harmonischen Os-
zillator sowie in Kapitel 11 beim Losen der Schrodinger-Gleichung fiir das Was-
serstoffatom treten verschiedene aus der Mathematik bekannte Differentialglei-
chungen auf. An dieser Stelle fassen wir die Eigenschaften der Losungen dieser
Differentialgleichungen zusammen.

I.1 Hermite-Polynome
Die Hermite-Polynome H,(z) treten im Zusammenhang mit den Losungen fiir

die Wellenfunktion des harmonischen Oszillators auf (sieche Abschnitt 10.2.4)
und sind nach (10.45) gegeben durch

Hy(z) = (—1)”61"28837”61‘2, n € No. (L1)
Eigenschaften
1. Differentialgleichung
0? 0
2. Rekursionsformeln
1

xHp(x) =nHy_1(x) + iHnH(x), (1.3)
:an(m) =2nH,_1(x). (L.4)

3. Erzeugende Funktion

249, > tm

o—t2 42t _ E)Hn(x)m, (L5)
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4. Ezxplizite Darstellung

Ho(z) = (-1 3 o (C1)i+h 2. (1.6)

5. Orthogonalitdtsrelation

/ e~ Hy(z) Hyp(2)dz = /72" 18 (L.7)
6. Beispiele
Hy(z) =1, (L.8)
Hy(z) =2z, (1.9)
Hy(z) = 42® — 2, (1.10)
Hj(z) = 82% — 12, (1.11)
Hy(z) = 162 — 482% + 12, (1.12)
Hs(z) = 322° — 1602 + 1202 (1.13)

I.2 Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynome P;(z) treten als Basis fiir die zugeordneten Legendre-
Polynome (siche Abschnitt 1.3) auf und sind nach (11.34) gegeben durch

Eigenschaften
1. Differentialgleichung
(1-— 2)8—2—2 2+l(l+1) P(z)=0 (I.15)
) 52 T (z) = 0. :
2. Rekursionsformeln
IP(z) = (21— 2Py (@) - (I~ DPo(e),  (L16)
(o2~ 1) 2 Pia) = laP(a) ~ P (o). (L17)

3. Erzeugende Funktion

(1 =2zt +2)"2 =) " Pa)t. (1.18)
=0
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4. Ezxplizite Darstellung

jmax . 1—924
(20 = 2)) b
P, = —1) 1.19
wobei
5 l d
Jmax = {2’ serace, (1.20)
n—1
“5=, [ ungerade.
5. Orthogonalitdtsrelation
! 2
P(x) P, = 1.21
/_1 1(z) Py (2)da ST 1Ok (1.21)
6. Beispiele
Py(x) =1, 1.22)
Py (z) =z, 1.23)
1
Py(z) = 5(3902 -1), (1.24)
1
Py(z) = 5(51‘3 — 3z), (1.25)
1 4 2
Py(z) = §(35x —30z° + 3), (1.26)
1
Ps(z) = §(631:5 — 702% 4 152). (1.27)

I.3 Zugeordnete Legendre-Polynome

Die zugeordneten P/™ (z) treten im Zusammenhang mit den Losungen fiir die
Polarkomponente ©; ,,, (¥) der Wellenfunktion wy, j m,, (1,79, ¢) des Wasserstoffa-
toms auf (siche Abschnitt 11.2.1) und sind nach (11.30) gegeben durch

ol
P™M(z) = (1 —x2)lmzl/2ﬂl’|a(x), l €Ny, my€Z, |my| <1, (1.28)

Hxlmu

wobei Pj(z) die Legendre-Polynome sind (siehe Abschnitt 1.2).

Eigenschaften
1. Differentialgleichung

((1 - :cQ)aa; - 2m§x + (zu +1) - Tl;» PM(z)=0.  (1.29)

2. Rekursionsformeln

m L+ mi| om L+1—|my|
eBpri(e) = e ppey gy I ) (10
o)
(1 —2?) =P () = —laP™ (z) + (I + |mu|) P (2). (1.31)

ox
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3. Erzeugende Funktion

@[my)! (A-= )lm”/zt‘m” Z P (2
2lmal |1 (1 — 2wt + ¢2) (mul+1)/

I=|my|

4. Orthogonalititsrelation

1 2 (14 |my))!
my N —
/1‘Pl (‘T)Plc ( ) 2l + 1 (l _ |ml‘) 5lk5mlnk

5. Beispiele

Pi(z) =1,

P{(z) =z,

Pl(z) = (1 -2,
Ph(@) = 532 ~ 1),
P (z) = 3z(1 — 2%)/2,
P3(z) = 3(1 — %),
Py(a) = 5 (50> = 3),

I.4 Laguerre-Polynome

(1.32)

(1.33)

Die Laguerre-Polynome L, (z) treten als Basis fiir die zugeordneten Laguerre-

Polynome (siehe Abschnitt I.5) auf und sind gegeben durch

an

L,(z)= 8$” (x

nefx) , n € INg.

Eigenschaften
1. Differentialgleichung

0? 0
<$€)x2 +(1- x)% + n) L,(x) =0.

2. Rekursionsformeln

Lnii(z) = (2n4 1 —2)Ly(z) + n’Ly_1(z),

aaan(x) =n <£CLn_1(w) - Ln—l(@) '

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)
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3. Erzeugende Funktion
(1—t) teot/0-1) = ZL . (1.48)
4. Explizite Darstellung

n . (n!)? ,
Ln(z) = Z(—l)]%:ﬂ. (1.49)

5. Orthogonalitdtsrelation

/ L&) Loy (2)e%d = (n1)26,. (150)

0

6. Beispiele
Lo(z) =1, (1.51)
Li(x)=1-u, (1.52)
Ly(z) = 2 — 42 + 2* (1.53)
L3(x) = 6 — 18z + 92% — 2° (1.54)
Ly(x) = 24 — 962 + 7227 — 162> + 27, (1.55)
Ls(x) = 120 — 600z + 60022 — 2002° + 252 (1.56)

I.5 Zugeordnete Laguerre-Polynome

Die zugeordneten Laguerre-Polynome L™ (z) treten im Zusammenhang mit den
Losungen fiir den radialen Anteil R, ;(r) der Wellenfunktion w, j ,m, (7,7, ) des
Wasserstoffatoms auf (sieche Abschnitt 11.2.3) und sind gegeben durch

am

Ly (z), n,m € Ny, (1.57)
wobei Ly, (z) die Laguerre-Polynome sind (siche Abschnitt 1.4).

Eigenschaften

1. Differentialgleichung

2
(:caaﬂ +(m+1- :E)% +(n— m)) LM (z) =0. (1.58)

2. Erzeugende Funktion

(—t)m(l—t) (m+1) —zt/(1—t) Z L (1'59)
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8. Orthogonalitdtsrelation

o
/0 " le T LM (1)L (x) =

4. Ezxplizite Darstellung

5. Beispiele

) (2n —m+1)(n!)3

Onn O -

(n —m)!
an(_l)ﬁm — (n!)g_ -
= JlG+m)l(n—75—m)!
Ly(x) =1,

LY(z) =1~ =,

Li(x) = -1,

Lg(x) =2 — 4z + 22,

L%(ZE) = —4+ 2z,

Li(x) =2,

LY(z) = 6 — 18z + 9z — 3,
Li(z) = —18 4 18z — 322,
Li(x) = 18 — 6,

Lg(az) = —06.

I.6 Kugelfunktionen

(1.60)

(1.61)

Die Kugelfunktionen Y, (¥, ¢) treten im Zusammenhang mit den Losungen
fiir den winkelabhéngigen Anteil der Wellenfunktion wy, j m, (7, ¥, ¢) des Wasser-
stoffatoms auf (siehe Abschnitt 11.2.2) und sind nach (11.38) gegeben durch

1
Yim, (9, @) =

Eigenschaften

1. Differentialgleichung

1 o (. 0 1 92
<sim9319 <S”“9379) ST +U(l+ 1)> Yim, (9, ) = 0.

V2r

2 (l—l—]ml\)'

2. Orthogonalitdtsrelation

1/2 A
> P/"(cos¥)e'™?.

2 s
/ / }/l:kml (19, SO)YE’,mE (19, QO) sin 29d19dg0 = 5l,l’6ml,m2 .
0 0

(1.72)

(1.73)
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3. Vollstandigkeit

Z Z lmz s @)Y, (0, ) = Wé(ﬁ V)60 — ¢').

=0 m;=—1

4. Additionstheorem

Z lmz i

my=—I1

wobei

cos © = cos ¥ cos ¥ + sin ¥ sin ) cos(p — ¢).

20 +1
VY, (9, 0) =

Fi(cos ©),

405

(L.74)

(1.75)

(1.76)

Dabei entspricht © dem Winkel zwischen den beiden Richtungen (9, ¢)

und (¢, ¢’).

5. Beispiele

Ya41(0, ) =
Yo 42(0, ) =

Y30(d,¢) =
Y3 11(d,¢) =
Y3 12(d, ) =

Y3 13(0, ) =

V1
o cos ¥ sin ﬁeiw
2V 21

3 pa—
4\/77_(5COS ¥ — 3cos ),

21 ,
ﬁ@ cos? ) — 1)e™,
V105
421

:|:2up

cos Y sinde

5 . -
sin® Yet3

V35
8/

(L77)
(L78)
(L.79)
(1.80)
(L81)
(1.82)
(1.83)
(1.84)
(L.85)

(1.86)
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Anhang J

Hamilton-Funktion im
Magnetfeld

In Abschnitt 12.3 haben wir die Hamilton-Funktion fiir ein Teilchen der Ladung
g und der Masse m im Magnetfeld B kennengelernt. Sie lautet (siehe Gl. (12.15))

_H:§%<ﬁ—@@2. (J.1)

Wir geben in diesem Kapitel eine Motivation dieser Hamilton-Funktion, indem
wir die erweiterte Hamilton-Funktion

ff:;%(ﬁ—m@2+q¢ (J.2)

fiir ein Teilchen der Ladung ¢ und der Masse m im elektromagnetischen Feld,
welches durch die elektrische Feldstédrke E und die magnetische Flussdichte B
charakterisiert ist, auf die bekannte Newtonsche Bewegungsgleichung

m%:q(f_j—l—?x E) (J.3)
zuriickfithren. Dabei ist ¢ das elektrische Potential und es gelten zwischen der
elektrischen Feldstarke F, der magnetische Flussdichte B, dem elektrischen Po-
tential ¢ und dem Vektorpotential A die folgenden Zusammenhénge
(J.4)
B=VxA. (J.5)
Wir beginnen mit der Aufstellung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

. 0H _

xTr; =

1
o E(Z?i —q4;), (J.6)

. 0H 1, 9A d¢
pi= _ﬁxi N E (p QA> ( q6x1> qal'i

(J.7)
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wobel x1 = x, o = y, 3 = z. Aus (J.6) ergibt sich fiir die zweite Ableitung

von x; nach der Zeit
23: Du; 0AY | DA
ot Ox; ot

.. d (0H 1
T (api> ( - (;1
(pz q((iﬁ) Ai+8£i>>. (1.8)

Damit erhalten wir

mfiz':pi—Q<<FV) 8

S\H

=4 gﬁ N qa ) — 4 8ti (J9)
Mit der Vektoridentitat
(fx (9 x 4)) - g;“ - (%) 4 (J.10)
ergibt sich
i =g (7 x (9 A)) +a (-5 - 25 (1.11)

und damit

ot
-B —/—:E
—q(E+7xB). (J.12)

Somit haben wir die Hamilton-Funktion (J.2) auf die Newtonsche Bewegungs-
gleichung (J.3) zurtickgefiihrt.



Anhang K

Pauli-Matrizen

In Abschnitt 13.3 haben wir die Pauli-Matrizen oy, oy und o, kennengelernt.
Wir geben an dieser Stelle eine Herleitung dieser Matrizen an.

Die Pauli-Matrix o, ergibt sich aus der Anwendung von S, auf die beiden
Basiszusténde x;/2(0) = (1,0) und x_;/9(0) = (0,1). Mit (13.12) ergibt sich

s()=1(1). &
()40

und somit in Ubereinstimmung mit (13.25) fiir o, das folgende Resultat

oy = <(1) _01> . (K.3)

Fiir die Bestimmung der Pauli-Matrizen oy und oy leiten wir die Eigenschaf-
ten und die Matrizendarstellung der in Abschnitt 13.3.1 eingefiihrten Leiterope-
ratoren 5’+ und S_ unabhéngig von der Matrizendarstellung fiir die Spinmatri-
zen S’X und S*y her.

Die Leiteroperatoren Sy und S_ sind nach (13.28) und (13.29) gegeben
durch

Sy =S8, +iS,. (K.4)

Wir geben als erstes ein paar Eigenschaften dieser beiden Operatoren an:

i) Produkt
SeS- = (S +iSy)(Sx — iSy) = 5% + 82 — i[S,, Sy]
9624 82118, (K.5)
S_S4 = (Sx —iSy)(Sx +iSy) = S + 5% +i[Sx, Sy]
B9 624 82 1g, (K.6)
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ii) Quadrat des Spinoperators

S?=82+82+82

B9 8.8 —ns, + 52 (K.7)
98 & 1 ns, + 92 (K.8)

iii) Kommutatorrelationen

Mit (13.4) und (13.5) folgt

S, 54] = £hSy, (K.9)
mit (K.5) und (K.6) ergibt sich

[Sy,5_] = 2hS, (K.10)

und in Analogie zu (11.15) gilt
[5%,5,] = 0. (K.11)

Wir wenden nun den Operator S, auf die Zustéinde S Xy, (o) an und unter-
suchen damit den Einfluss der Leiteroperatoren Si auf die magnetische Spin-
quantenzahl mg = +1/2. Wir erhalten

(K.9)

(13.10)

= S Xm, (0) = 7S+ Xm, (0)
= h(ms £ 1)(S£xm. (0)). (K.12)

Somit erhdht (erniedrigt) der Operator S, (S_) die Quantenzahl m um 1. Auf
analoge Weise untersuchen wir den Einfluss der Leiteroperatoren Sy auf die
Spinquantenzahl s = 1/2. Es gilt

(K.11)

§Q(SiXms (o)) S’:tg?Xms (o)

13.11 ~
(2 520 (5 4 1) (Sixm, (0)).

Folglich bleibt die Spinquantenzahl s = 1/2 unverdndert bei der Anwendung
der Leiteroperatoren 5}.

Als nichstes betrachten wir die Norm der Zustéinde Sy Xm, (o) und erhalten
mit (K.5), (K.6), (13.10) und (13.11)

/ (8sxmy (0)) (S Xm, (0))dor = / X (0)8285 Xom, (0) o

_ / o, (0)(S2 — 82 F h8,) Xom, (0)do
=12 (s(s +1) — mZ Fmy), (K.13)
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wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass die Spinwellenfunktionen
Xm, (0) auf 1 normiert sind. Zusammen mit dem erhaltenen Verhalten der Quan-
tenzahlen s und mg unter der Anwendung der Leiteroperatoren S, erhalten wir
damit die folgende Gleichung

St Xm. (0) = h/s(5 4+ 1) — mg(ms £ 1) Xm.+1(0). (K.14)

Mit s = 1/2 und ms = £+1/2 ergibt sich daraus fiir die Anwendung der Leite-
roperatoren Sy auf die beiden Basiszustéinde x1/2(0) = (1,0) und x_;/5(0) =
(0,1)

Sy <(1)> =0, (K.15)

Sy <(1)> =1 (é) , (K.16)
S (é) =h (2) : (K.17)
S_ <(1)> =0. (K.18)

Folglich lassen sich die beiden Leiteroperatoren S, durch die folgenden Matrizen
darstellen

Sy =h (8 é) , (K.19)
S_=h (? 8) . (K.20)

Damit folgt fiir die beiden Operatoren Sy und S’y
A 1, 4 A h(0 1
Sx = §(S+ +5.) = 3 <1 0) , (K.21)
. 1,4 . h (0 —i
Sy = 2—@,(54r -S)= 5 (z 0 ) (K.22)

und somit in Ubereinstimmung mit (13.25) fiir o, und oy das folgende Resultat

i ((1) é) o (? _OZ) : (K.23)



412 ANHANG K. PAULI-MATRIZEN



Anhang L

Notation, Symbole,
Abkiirzungen, Einheiten,
Bezeichnungen und Konstanten

In diesem Kapitel gehen wir in einem ersten Teil auf die in diesem Buch ver-
wendete Notation ein. Anschliessend folgen Ubersichtstabellen zu den in diesem
Buch verwendeten mathematischen Symbolen, Abkiirzungen, physikalischen Ein-
heiten, physikalischen Grossen und physikalischen Konstanten.

L.1 Notation

Bei der Notation wurde Wert darauf gelegt sich an die {iblichen Regeln der
Physikliteratur zu halten. Dennoch geben wir hier eine kurze Ubersicht iiber ein
paar allgemeine Punkte, die in diesem Buch beriicksichtigt wurden.

1. Physikalische und mathematische Grossen

Als Schriftart fiir Text und Formeln wurde die Standardschrift CM in
Latex gewéhlt, fiir Abbildungen Arial. Physikalische und mathematische
Grossen wurden dabei kursiv dargestellt, physikalische FEinheiten in nor-
maler Schrift. Eine Ausnahme bilden jedoch die Abbildungen, wo einheit-
lich die normale Schrift verwendet wurde.

2. Winkel

Wie in der Literatur iiblich dienen griechische Buchstaben zur Bezeich-
nung von Winkeln. Ausserdem ist zu bemerken, dass wenn nichts anderes
angegeben ist Winkel immer in Radiant gemessen werden.

3. Vektoren

Alle vektoriellen Grossen (z.B. Kraft, Geschwindigkeit, elektrische Feld-
stérke, ...) wurden mit einem Pfeil versehen (ﬁ, 7, E, ...). Eine Ausnah-
me bilden wiederum die Abbildungen, in denen anstelle des Vektorpfeils
die jeweilige Grosse fett dargestellt wurde. Vektorielle Grossen ohne Pfeil
bzw. nicht fett stehen fiir den Betrag dieser Grosse.

413
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. Ableitung nach der Zeit

Ist eine physikalische Grosse mit einem oder zwei Punkten versehen, stehen
diese fir die erste bzw. zweite Ableitung nach der Zeit.

. Wellenfunktionen

Innerhalb dieses Buchs treten diverse unterschiedliche Wellenfunktionen
mit ebenfalls unterschiedlichen Bezeichnungen auf. Tab. L.1 gibt eine
Ubersicht. Da die Behandlung des Wasserstoffatoms ein zentrales Thema
dieses Buchs darstellt, listen wir die Wellenfunktionen, welche in diesem
Zusammenhang auftreten, separat auf.

. Observablen - Operatoren - Messwerte

Sei F' eine beliebige Observable, d.h. eine physikalische Messgrosse, dann
wird der zugehorige Operator F' mit einem Dach versehen. Wird die Mess-
grosse gemessen, so wird der Messwert (Eigenwert von F') mit Fyy bezeich-
net.

. Erwartungswert - Unscharfe

Der Erwartungswert und die Unschérfe einer beliebigen Observablen F
ist gegeben durch (F') bzw. AF. Bezieht sich die Observable auf ein Teil-
chen im Zustand ¥ (x,t) wurde zum Teil die Bezeichnung mit dem Index
1 ergénzt um explizit darauf hinzuweisen, dass sowohl der Wert des Er-
wartungswerts als auch der Wert der Unscharfe vom jeweiligen Zustand
abhéingt, d.h. die Notation lautet dann (F),, bzw. (AF)y.

. Energie

Im Rahmen der Quantenmechanik, insbesondere im Zusammenhang mit
der Schrodinger-Gleichung, ist es iiblich die potentielle Energie mit dem
Buchstaben V' anstelle von der géngigen Schreibweise E},o; darzustellen.
Zudem spricht man in diesem Kontext oft davon, dass sich ein Teilchen
im Potential V' bewege, meint jedoch damit, dass Teilchen besitzt die
potentielle Energie V. In anderen Worten iiberall wo von Potential die
Rede ist, ist eigentlich die potentielle Energie gemeint.

Zusétzlich gehen wir an dieser Stelle auf die Schreibweise der Energiewerte
des Wasserstoffatoms ein. Grundsétzlich wird der Energiewert durch den
Buchstaben E dargestellt, welcher durch die relevanten Quantenzahlen
in Form eines Index ergénzt wird (z.B. E,,). Die Aufspaltung (Abstand)
zwischen zwei Energiewerten wird mit A bezeichnet. Teilweise wird die-
se Bezeichnung noch mit einem zuséatzlichen oberen oder unteren Index
ergdnzt. Im Rahmen der Behandlung der Feinstrukturaufspaltung (siehe
Abschnitt 14.2) und des anomalen Zeeman-Effekts (siehe Abschnitt 14.3)
treten diverse Korrekturterme in erster Ordnung (Rayleigh-Schrédinger-)
Stérungstheorie auf, welche mit AE() bezeichnet werden. Ein zusétzlicher
Index legt die Ursache fiir die Energiewertkorrektur fest (z.B. SB fiir Spin-
Bahn-Kopplung). Allgemein ist zu bemerken, dass die Bezeichnung mit
einem oberen Index semi ergdnzt wurde, wenn die Bestimmung der ent-
sprechenden Grosse innerhalb einer semiklassischen Betrachtung erfolgte.
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Ausserdem weist ein oberer Index (1) darauf hin, dass die Herleitung der
entsprechenden Grosse innerhalb erster Ordnung (Rayleigh-Schrodinger-)
Storungstheorie erfolgte. Eine genau Ubersicht iiber alle Bezeichnungen
liefert Tab. L.2.

9. Quantenzahlen - Zustande

Die Zustédnde von Einelektronenatomen (z.B. des Wasserstoffatoms) wer-
den durch Quantenzahlen in Kleinbuchstaben (n, s, I, j) beschrieben. Da-
bei gilt die Schreibweise (spektroskopische Notation) nQS‘Hlj. Ebenfalls
verwendet man Quantenzahlen in Kleinbuchstaben (n, I, m;, ms) fiir die
Zustadnde der einzelnen Elektronen im Schalenmodell fiir Mehrelektrone-
natome. Hlngegen Werden die Quantenzahlen, welche zu den Gesamtdre-
himpulsen S L und J von Mehrelektronenatomen gehoren, mit Gross-
buchstaben dargestellt. Entsprechend lautet die spektroskopische Notati-
on fiir Mehrelektronenatome 251 bzw. n25H1 L fiir Atome mit einem
einzigen Elektron in der dussersten Unterschale.

L.2 Mathematische Symbole

Tab. L.3 gibt eine Ubersicht iiber die im Buch verwendeten mathematischen
Symbole.

L.3 Abkiirzungen

Neben vielen gebrauchlichen Abkiirzungen wie Abb. fiir Abbildung, Tab. fiir
Tabelle, d.h. fiir das heisst, bzw. fiir beziehungsweise, z.B. fiir zum Beispiel, sin
flir Sinus, cos fiir Kosinus oder tan fiir Tangens, treten innerhalb dieses Buchs ei-
nige weitere Abkiirzungen auf, die in der Tab. L.4 zusammengefasst und erklart
werden. Dabei ist zu bemerken, dass auf das Auffiihren einiger Abkiirzungen,
welche in Form eines Index auftreten, verzichtet wurde. Dies aus zwei Griinden:
Einerseits gehort der Index teilweise zur Bezeichnung einer physikalischen Gros-
se (z.B. der Index g bei der Gruppengeschwindigkeit ;) und andererseits treten
die selben Indizes teilweise mit unterschiedlichen Bedeutungen auf.

L.4 Physikalische Einheiten

Im ganzen Buch werden die physikalischen Grossen in SI-Einheiten gemessen.
Diese gliedern sich in Basiseinheiten (siche Tab. L.5) und abgeleitete Einhei-
ten (siehe Tab. L.6), welche sich durch die Basiseinheiten ausdriicken lassen.
Tab. L.7 gibt zudem eine Ubersicht iiber Zehnerpotenzen und den zugeordneten
Abkiirzungen und Vorsilben.

L.5 Physikalischen Grossen und deren Bezeichnung

In Tab. L.8 - L.12 sind die im Buch verwendeten physikalischen Grossen zu-
sammen mit ihrem Symbol und ihrer physikalischen Einheit (SI-System) auf-
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gelistet. Fiir die Energiebezeichnungen bei der Warmestrahlung verweisen wir
auf die Auflistung in Abschnitt 5.4.6, fiir die diversen Bezeichnungen der Wel-
lenfunktionen auf Tab. L.1 und fiir die Energiewerte beim Wasserstoffatom auf
Tab. L.2.

L.6 Physikalische Konstanten

In Tab. L.13 sind die in diesem Buch vorkommenden physikalischen Konstanten
aufgelistet. Wie im ganzen Buch sind die Zahlenwerte im SI-Einheitensystem
angegeben.



L.6. PHYSIKALISCHE KONSTANTEN 417

Name Symbol

Impulsraum o(p), o(p,t)

Mehrteilchen (1,2, ...,mn), V(7,7 t), ¥s(71, T2, t), YA (1, 72, 1)
Mehrteilchen, stationar (™, 72), ug(™1,72), ua(ri, ™

Ortsraum (x,t), Y(z,y, 2, t), V(r, 9, ¢,t), o(z,t), (x,t)
Ortsraum, stationir u(zx), u(z,y, z), u(r,9, @)

H-Atom, Grundmodell U 1y (1,9, 9, 1), Un 1, (1,7, @)

H-Atom, azimutal D0, ()

H-Atom, polar O1.m, (V)

H-Atom, radial Ry (1)

H-Atom, Spin Xm. (0)

H-Atom, gesamt U 1myme (1,0, 0,0, 1)

H-Atom, Eigenfunktion J? U tm; (1,0, 0, 0,t)

Tab. L.1: Wellenfunktionen.
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Symbol Beschreibung

b, Energiewert des Wasserstoffatoms im quantenmechanischen
Grundmodell

Efﬁmn; Energiewert des Wasserstoffatoms mit Zeeman-Effekt (ohne
Spin) im semiklassischen Modell

Enm, Energiewert des Wasserstoffatoms mit Zeeman-Effekt (ohne

Spin) im quantenmechanischen Modell

En, Energiewert eines freien Elektrons mit Spin im Magnetfeld
(Zeeman-Effekt)
fff;‘ Energiewert des Wasserstoffatoms mit Spin-Bahn-Kopplung im
zweiten semiklassischen Modell (siche Abschnitt 14.2.4)
Egl) j Energiewert des Wasserstoffatoms mit Spin-Bahn-Kopplung in
erster Ordnung Stoérungstheorie
ES]) Energiewert des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung rela-
tivistischer Korrekturen
T(Lll) im, Energiewert des Wasserstoffatoms unter Beriicksichtigung rela-
tivistischer Korrekturen und des anomalen Zeeman-Effekts
A Aufspaltung (Abstand) der Energiewerte E, .,
A®) Aufspaltung (Abstand) der Energiewerte E,,,
A Aufspaltung (Abstand) der Energiewerte des Wasserstoffatoms

unter Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung im ersten se-
miklassischen Modell (siehe Abschnitt 14.1)
Agemi Aufspaltung (Abstand) der Energiewerte Efff“ji:l +1/2 und

semi .
Lgel—1/2 fir i >0

EE™ Korrekturterm zu E, aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung im
zweiten semiklassischen Modell (siehe Abschnitt 14.2.4)
AEég Korrekturterm zu F,, aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung in ers-

ter Ordnung Storungstheorie

AE&1 ) Korrekturterm zu E,, aufgrund der relativistischen Korrektur
in erster Ordnung Stérungstheorie

AE](D1 ) Korrekturterm zu E,, aufgrund des Darwin-Terms in erster Ord-
nung Storungstheorie

AES) Korrekturterm zu FE, aufgrund des anomalen Zeeman-Effekts
in erster Ordnung Stérungstheorie

Tab. L.2: Ubersicht iiber die diversen Energiebezeichnungen beim
Wasserstoffatom.
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Beschreibung

Abrunden auf die néchstkleinere ganze Zahl
Adjungiert (Operator)

Antikommutator

Aufrunden auf die ndchsthéhere ganze Zahl

Diracsche Deltafunktion (1D und 3D) 0(x),
Diracscher Deltaoperator (1D und 3D) §5(&), 6@ ()
Gradient \Y
Identisch (im Sinn einer Definition) =
Kommutator [y ond]
Konjugiert komplex *
Kronecker-Delta i
Laplace-Operator A
Menge der ganzen Zahlen Z
Menge der ganzen Zahlen ohne null Z \ {0}
Menge der komplexen Zahlen C
Menge der natiirlichen Zahlen N
Menge der natiirlichen Zahlen mit null Ny
Menge der reellen Zahlen R
Partielle Ableitung 0
Raum der quadratisch integrablen Funktionen L?
Tab. L.3: Mathematische Symbole.
Beschreibung Abkiirzung
Arkuskosinus arccos
Arkustangens arctan
Charge-Coupled-Device CCD
Dimension D (1D, 2D, 3D)
Elektronen in Abbildungen e~
Harmonischer Oszillator HO
klassisch kl
Kotangens cot
Maximum max
Medium (nicht im Vakuum) med
Minimum min
Partielle Integration PI
Quantenmechanik QM
semiklassisch semi
Vakuum vac

Tab. L.4: Abkiirzungen.
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Name Symbol
Ampeére A
Kelvin K
Kilogramm kg
Meter m
Mol mol
Sekunde S

Tab. L.5: Die Basiseinheiten des SI-Einheitensystems.

Name Symbol Abhéngigkeit Basiseinheiten
Angstrom A 1070 m
Coulomb C 1 As
Elektronenvolt eV 1.602177-1071 J
Farad F 1 A%t / (kgm?)
Hertz Hz 1/s

Joule J 1 kgm? / s?
Newton N 1 kgm / s?
Ohm Q 1 kgm? / (A%s3)
Pascal Pa 1 kg / (ms?)
Siemens S 1 A%s3 / (kgm?)
Tesla T 1 kg / (As?)
Volt \Y 1 kgm? / (s3A)
Watt W 1 kgm? /&3

Tab. L.6: Die abgeleiteten Einheiten des SI-Einheitensystems.

Zahl  Abkiirzung Vorsilbe

10~15 f Femto
1012 p Piko
1079 n Nano
1076 W Mikro
1073 m Milli
1072 c Zenti
1071 d Dezi
10t da Deka
102 h Hekto
103 k Kilo
106 M Mega
10° G Giga
1012 T Tera

Tab. L.7: Zehnerpotenzen und die zugeordneten Abkiirzungen und
Vorsilben.
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Name Symbol Einheit
Absorptionskoeffizient A(v) 1
Abstand Einzelspalte (Doppelspalt) a m
Arbeit w J, eV
Arbeit, Austritts- W, ep J, eV
Atommasse, relative Aol kg/mol
Aufenthaltswahrscheinlichkeit w 1
Auflésungsvermogen dy Apmin, ATmin, Admin, A fmin m
Auslenkung einer Welle, Amplitude U, A m
Bahndrehimpuls L kgm? /s
Beschleunigung, Zentripetal- ay, m /s>
Besselfunktion, 1. Art In(x) 1
Beweglichkeit, Mobilitét He m?/(Vs)
Bildgrosse B m
Bildweite b m
Bose-Einstein-Verteilungsfunktion f(v) 1
Brechungsindex n 1
Breite, Gauss-Verteilung a m
Brennweite (Linse) f m
Dichte p kg/m3
Dielektrizitatskonstante € As/(Vm)
Dipolmoment, elektrisches I Cm
Drehmoment M Nm
Druck, Strahlungsdruck P Pa
Durchmesser D,d m
Einsteinscher A-Koeflizient Aj; 1/s
Einsteinsche B-Koeffizienten B;j, Bj; m/kg
Elastizitatsmodul E Pa
Elektrische Feldstérke E V/m
Elektrische Flussdichte D As/m?
Emissivitét e(T 1
Energie E e J, eV
Energie, kinetische FEyin J, eV
Energie, potentielle Epot J, eV
Energieunscharfe AFE J, eV
Entwicklungskoeffizienten ci

Erzeugungsoperator HO b

Federkonstante k N/m
Fermi-Dirac- Verteilungsfunktion Prp(E) 1
Fermi-Energie Er J, eV
Finesse F 1
Flache A m?
Flache, aktive df , dF m?

Tab. L.8: Physikalische Grossen mit Symbol und Einheit (SI-
System) A - F.
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Name Symbol Einheit
Fléache, Kreisring dsS m?
Flachennormale s 1
Foliendicke D m
Freier Spektralbereich (FSR) Af Hz
Frequenz v, f Hz
Frequenz, Larmor- Wwr, Hz
Funktionen f(z,t), g(p,t) 1
Gangunterschied A m
Gegenstandsgrosse G m
Gegenstandsweite g m
Gesamtdrehimpuls J kgm? /s
Gesamtdrehimpulsquantenzahl j 1
Gesamtdrehimpulsquantenzahl, magnetische m; 1
Geschwindigkeit 0l m/s
Geschwindigkeit, Gruppen- Ug m/s
Geschwindigkeit, Phasen- Uph m/s
Gitterkonstante a m
Halbwertsbreite of Hz
Hauptachse, grosse anp m
Hauptachse, kleine bn k m
Hermite-Polynome H,(z) 1
Hohe h m
Impuls [ kegm /s
Impulsunschérfe Ap kegm/s
Intensitat I, P/A W /m?
Kernladungszahl / Ordnungszahl A 1
Koordinaten, kartesische T, Y, z m
Koordinaten, Kugel- r, 9, m, 1,1
Koordinaten, Proton X, Y 7 m
Koordinaten, Relativ- ZTry Yry 2r m
Kraft F N
Kraft, Coulomb- Fc N
Kraft, Lorentz- Fr, N
Kraft, Riickstell- Fy N
Kraft, Zentripetal- Iy N
Kreisfrequenz w Hz
Kugelfunktionen Y m, (9, ) 1
Ladung q C
Ladungsdichteverteilung p(x,y, 2) C/m?
Laguerre-Polynome L,(z), L(y) 1
Laguerre-Polynome, zugeordnete L (z), L (y) 1
Lande-Faktor 9j 1

Tab. L.9: Physikalische Grossen mit Symbol und Einheit (SI-

System) F - L.
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Name Symbol Einheit
Lange L m
Legendre-Polynome P(x) 1
Legendre-Polynome, zugeordnete P (x) 1
Leistung P W
Leiteroperatoren, Spin- S, S5 kgm? /s
Lorentzfaktor 0l 1
Magnetische Feldstérke H A/m
Magnetische Flussdichte B T
Magnetische Permeabilitét 1 Vs/Am
Magnetisches Moment i Am?
Magnetisches Moment, Neutron fip Am?
Magnetisches Moment, Proton i Am?
Masse m kg
Masse, Elektronen- m kg
Masse, Kern- M kg
Masse, reduzierte 7 kg
Massenzahl A 1
Matrixelemente TBas YBas ZBa m
Mittlere freie Weglénge l m
Modendichte, spektrale g(v) Hz
Modenindex j 1
Moden, Anzahl der G(v) 1
Molmasse M kg/mol
Neutronenzahl N 1
Normierungskonstanten A, B, C, 1
Numerische Apertur NA 1
Optische Wegliange OWL m
Ortsunschérfe Ax m
Ortsvektor i m
Pauli-Matrizen Ox, Oy, 0y 1
Periode T S
Potential, elektrisches U, ¢ \Y
Potential (= potentielle Energie) Vv J, eV
Potential, Coulomb- Ve(r) J, eV
Potential, Vektor- A Vs/m
Poyntingvektor S W /m?
Produktwellenfunktion U 1myme (150, 0,0, 1) 1
Quantenzahl, Bahndrehimpuls- l 1
Quantenzahl, Haupt- n 1
Quantenzahl, magnetische my 1
Quantenzahl, zweite (Sommerfeld) k 1
Quantenzahlen, Mehrelektronenatome L, S, J 1

Tab. L.10: Physikalische Grossen mit Symbol und Einheit (SI-

System) L - Q.
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Name

Symbol Einheit

Quantenzahloperator

Radius

Radius, Airy-Scheibe

Radius, Bahn- (n-ter)

Radius, Kern-

Radius, Kriimmungs-

Radius, Stoss-

Radius, Zyklotron-
Reflexionskoeffizient
Reflexionsvermdogen
Rydbergkonstante, korrigierte
Spaltbreite

Spaltfaktor

Spannung

Spektralterme

Spin
Spin-Bahn-Kopplungskonstante
Spinquantenzahl
Spinquantenzahl, magnetische
Spinvariable
Spinwellenfunktion
Stossparameter

Strecke

Streukoeffizient, makroskopischer
Strom

Strukturfaktor
Teilchenanzahl

Teilchendichte

Teilchenfluss
Teilchenh&ufigkeit
Temperatur
Transmissionsfunktion
Transmissionskoeffizient
Transmissionsvermogen
Transmissionswahrscheinlichkeit
Ubergangswahrscheinlichkeit
Van der Waals-Konstanten
Vernichtungsoperator HO
Volumen

Wahrscheinlichkeit eines Messwerts F;

Wahrscheinlichkeit, Stoss-
Wellenlénge
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Tab. L.11: Physikalische Grossen mit Symbol und Einheit (SI-

System) S - W.
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Name Symbol Einheit
Wellenvektor / -zahl k, k 1/m
Wellenzahl v 1/m
Winkel, Beugungs- @ 1
Winkel, Brewster- B 1
Winkel, Einfalls- 04 1
Winkel, Raum- dQ) 1
Winkel, Reflexions- Oy 1
Winkel, Streu- 0 1
Winkel, Transmissions-, Ausfalls- Oy 1
Wirkungsquerschnitt o m?
Zeit t S
Zeitunschéarfe At s

Tab. L.12: Physikalische Grossen mit Symbol und Einheit (SI-
System) W - Z.
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Name Symbol Zahlenwert und Einheit
Avogadro-Konstante Na 6.02 - 10?3 1/mol
Balmer-Konstante G 3.65-1071% m
Bohr-Magneton UB 9.27-107% J/T
Bohrscher Radius agp 5.29-10"" m
Boltzmann-Konstante kg 1.38-10723 J/K
Compton-Wellenlange Ae 2.43-1072 m
Elektrische Feldkonstante €0 8.85-10712 As/(Vm)
Elektronenmasse Me 9.11-1073! kg
Elementarladung e 1.60-1071 C
Feinstrukturkonstante o 7.30-1073
Gyromagnetischer Faktor g0 2.00
Gyromagnetisches Verhéltnis YBahndrehimpuls 8.79 - 10 1/(sT)
YSpin 1.76 - 10* 1/(sT)
Intensitéit der Sonne auf der Erde Isg 1.37-10° W/m?
Kernmagneton UK 5.05-10727 J/T
Lichtgeschwindigkeit (Vakuum) c 3.00 - 10® m/s
Magnetische Feldkonstante Lo 471077 Vs/(Am)
Mittlerer Abstand Sonne - Erde TSE 150 - 10° m
Mittlerer Sonnenradius rg 6.96 - 108 m
Plancksches Wirkungsquantum h 6.63 - 1073 Js
h=h/(2n) 1.05-1073* Js
Protonenmasse mp 1.67-1072" kg
Rydberg-Energie Er 13.6 eV
Rydberg-Konstante R 1.10-107 1/m
Sonnentemperatur Ts 5.78 - 10% K
Stefan-Boltzmann-Konstante o 5.67-107% W/(m2K*)
Strahlungsleistung Sonne Py 3.85-10%0 W
Universelle Gaskonstante R 8.31 J/(molK)

Tab. L.13: Physikalische Konstanten mit Zahlenwert im SI-System.
Wir geben hier die Zahlenwerte auf drei Ziffern genau an und ver-
weisen fiir die nach heutigem Stand der Forschung genauen Werte
auf die Homepage von NIST (National Institute of Standards and

Technology): http://physics.nist.gov/constants.



Anhang M

Nobelpreisliste

Die Geschichte der Quantenmechanik, die wir in diesem Buch beschreiben, wur-
de von vielen berithmten Physikern gepragt. Die meisten von ihnen erhielten fir
ihre Verdienste den Nobelpreis in Physik oder Chemie verliehen. Die folgenden
Tab. M.1 - M.3 geben eine Ubersicht iiber alle Nobelpreistriger, die in diesem
Buch erwahnt sind.

Einige dieser Nobelpreistrager haben an der ETH Ziirich ihr Studium absol-
viert oder waren eine Zeit lang Professor oder Privatdozent. Eine Ubersicht
gibt Tab. M.4. Ausserdem haben Hermann Amandus Schwarz (Schwarzsche
Ungleichungung, siehe B.1) und Walter Ritz (Ritzsches Kombinationsprinzip,
siehe 8.1.3) eine Verbindung zur ETH Ziirich: Schwarz war Professor fiir Ma-
thematik von 1869 - 1875 und Walter Ritz absolvierte sein Studium.
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Name

Jahr

Begriindung Preisvergabe

Aston, Francis William

Binnig, Gerd

Bohr, Niels

Born, Max

Boyle, Willard
Bragg, William Henry

Bragg, William Lawrence

Compton, Arthur Holly
Davisson, Clinton
de Broglie, Louis

Debye, Peter

Dirac, Paul

Einstein, Albert

1922

1986

1922

1954

2009
1915

1915

1927

1937

1929

1936

1933

1921

Fiir seine Entdeckung einer grossen Zahl
von Isotopen in mehreren nicht radioak-
tiven Elementen mit Hilfe seines Mas-
senspektrographen sowie fiir seine Ent-
deckung des so genannten Gesetzes der
Ganzzahligkeit. (Nobelpreis in Chemie)
Fiir ihre Konstruktion des Rastertunnel-
mikroskops.

Fiir seine Verdienste um die Erforschung
der Struktur der Atome und der von ih-
nen ausgehenden Strahlung.

Fiir seine grundlegenden Forschungen in
der Quantenmechanik, besonders fiir sei-
ne statistische Interpretation der Wellen-
funktion.

Fiir die Erfindung des CCD-Sensors.
Fiir ihre Verdienste um die Erforschung
der Kristallstrukturen mittels Rontgen-
strahlen.

Fiir ihre Verdienste um die Erforschung
der Kristallstrukturen mittels Rontgen-
strahlen.

Fiir die Entdeckung des nach ihm ge-
nannten Effekts (Compton-Effekt).

Fiir ihre experimentelle Entdeckung der
Beugung von Elektronen durch Kristalle.
Fiir die Entdeckung der Wellennatur der
Elektronen (De-Broglie-Welle).

Fiir seine Beitrage zu unserer Kenntnis
der Molekularstrukturen durch seine For-
schungen iiber Dipolmomente, iiber die
Beugung von Rontgenstrahlen und an
Elektronen in Gasen. (Nobelpreis in Che-
mie)

Fir die Entdeckung neuer produktiver
Formen der Atomtheorie (Weiterentwick-
lung der Quantenmechanik).

Fiir seine Verdienste um die theoreti-
sche Physik, besonders fiir seine Entde-
ckung des Gesetzes des photoelektrischen
Effekts.

Tab. M.1: Nobelpreistriager fiir Physik oder Chemie, die in der
Entwicklung der Quantenmechanik eine Rolle gespielt haben A -

E.
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Name

Jahr

Begriindung Preisvergabe

Fermi, Enrico

Franck, James

Heisenberg, Werner

Hertz, Gustav

Hofstadter, Robert

Lenard, Philipp

Lorentz, Hendrik Antoon

Michelson, Albert Abra-

ham

Pauli, Wolfgang

Planck, Max

1938

1925

1932

1925

1961

1905

1902

1907

1945

1918

Fiir die Bestimmung von neuen, durch
Neutronenbeschuss erzeugten radioakti-
ven Elementen und die in Verbindung
mit diesen Arbeiten durchgefiihrte Ent-
deckung der durch langsame Neutronen
ausgelosten Kernreaktionen.

Fiir ihre Entdeckung der Gesetze, die bei
dem Zusammenstoss eines Elektrons mit
einem Atom herrschen (Franck-Hertz-
Versuch).

Fiir die Begriindung der Quantenmecha-
nik, deren Anwendung zur Entdeckung
der allotropen Formen des Wasserstoffs
gefiihrt hat.

Fiir ihre Entdeckung der Gesetze, die bei
dem Zusammenstoss eines Elektrons mit
einem Atom herrschen (Franck-Hertz-
Versuch).

Fiir seine bahnbrechenden Studien iiber
elektrische Schwingungen im Atomkern
und fiir die dabei erzielten Entdeckungen
iiber die Struktur der Nukleonen.

Fiir seine Arbeiten iiber die Kathoden-
strahlen.

Als Anerkennung des ausserordentlichen
Verdienstes, den sie sich durch ihre Un-
tersuchungen tiber den Einfluss des Ma-
gnetismus auf die Strahlungsphidnome-
ne erworben haben (Aufspaltung von
Spektrallinien im Magnetfeld, Zeeman-
Effekt).

Fiir seine optischen Préazisionsinstrumen-
te und seine damit ausgefiihrten spektro-
skopischen und metrologischen Untersu-
chungen (Michelson-Interferometer).

Fiir die Entdeckung des als Pauli-Prinzip
bezeichneten Ausschlussprinzips.

Als Anerkennung des Verdienstes, den
er sich durch seine Quantentheorie um
die Entwicklung der Physik erworben hat
(Theorie der Quantisierung).

Tab. M.2: Nobelpreistriager fiir Physik oder Chemie, die in der
Entwicklung der Quantenmechanik eine Rolle gespielt haben F -

P.
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Name

Jahr

Begriindung Preisvergabe

Rayleigh, John William
Strutt

Rohrer, Heinrich

Rontgen, Wilhelm

Rutherford, Ernest

Schrédinger, Erwin

Smith, George Elwood
Stern, Otto

Thomson, George Paget

Thomson, Joseph John

Wien, Wilhelm

Zeeman, Pieter

1904

1986

1901

1908

1933

2009
1943

1937

1906

1911

1902

Fiir seine Untersuchungen {iber die Dich-
te der wichtigsten Gase und seine im
Zusammenhang damit gemachten Entde-
ckung des Argons.

Fiir ihre Konstruktion des Rastertunnel-
mikroskops.

Als Anerkennung des ausserordentlichen
Verdienstes, den er sich durch die Entde-
ckung der nach ihm benannten Strahlen
erworben hat.

Fiir seine Untersuchungen iiber den Zer-
fall der Elemente und die Chemie der ra-
dioaktiven Stoffe. (Nobelpreis in Chemie)
Fir die Entdeckung neuer produktiver
Formen der Atomtheorie (Weiterentwick-
lung der Quantenmechanik).

Fiir die Erfindung des CCD-Sensors.
Fiir seine Beitrage zur Entwicklung der
Molekularstrahlmethode und die Entde-
ckung des magnetischen Moments des
Protons.

Fiir ihre experimentelle Entdeckung der
Beugung von Elektronen durch Kristalle.
Als Anerkennung des grossen Verdiens-
tes, den er sich durch seine theoreti-
schen und experimentellen Untersuchun-
gen tiber den Durchgang der Elektrizitat
durch Gase erworben hat.

Fiir seine Entdeckungen betreffend der
Gesetze der Warmestrahlung (Wiensches
Verschiebungsgesetz).

Als Anerkennung des ausserordentlichen
Verdienstes, den sie sich durch ihre Un-
tersuchungen iiber den Einfluss des Ma-
gnetismus auf die Strahlungsphédnome-
ne erworben haben (Aufspaltung von
Spektrallinien im Magnetfeld, Zeeman-
Effekt).

Tab. M.3: Nobelpreistriager fiir Physik oder Chemie, die in der
Entwicklung der Quantenmechanik eine Rolle gespielt haben R -

Z.
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Name Verbindung zur ETH Ziirich

Debye, Peter Professor 1920 - 1927

Einstein, Albert Studium 1896 -1900, Professor 1912 - 1914
Pauli, Wolfgang Professor 1928 - 1958

Rohrer, Heinrich Studium 1951 - 1955

Rontgen, Wilhelm  Studium 1865 - 1868

Stern, Otto Privatdozent 1913 - 1915

Tab. M.4: Nobelpreistréger fiir Physik oder Chemie, die eine Ver-
bindung zur ETH Ziirich haben.
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