8.3 Die Schrodinger-Gleichung

die grundlegende Gleichung der Quantenmechanik
(in den bis jetzt diskutierten Fallen) eine Wellengleichung flr Materiewellen (gilt aber auch allgemeiner)

sie wird postuliert und l&sst sich nicht herleiten
(wie andere grundlegende Gesetzmassigkeiten: Hauptsatze der Thermodynamik, Newtonsche
Bewegungsgleichung, ...)

Erinnerung: Verwendung von Wellengleichungen in der Mechanik, Elektrodynamik etc.

Hier: Bestimme die fundamentale Differentialgleichung ftr welche die Wellenfunktion die quantenmechanischen
Teilcheneigenschaften korrekt beschreibt.

betrachte die Wellenfunktion eines freien Teilchens (in einer Dimension) gegeben durch eine ebene Welle
entlang der x-Richtung mit Ausbreitungsgeschwindigkeit v =1 v

(( /4 —(Lo(f. %) 5/4_1—?,1_'.‘(&7&._‘}%)

vund A ausgedrickt in Energie E und Impuls p

= W
E (/l\‘ ‘l P "'>’\_
somit /;7;1— (Et‘P?‘S
V- A e
mit der reduzierten Planck-Konstanten '(/) - L'—
27

phys4.011 Page 1



8.3.1 Intuitive Herleitung der Schrédinger-Gleichung:

o finde Wellengleichung fur y durch Differentiation der Wellenfunktion fur ein freies Teilchen y nach dem Ort x ...
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e flr ein nicht-relativistisches Teilchen (v < ¢) ist die Gesamtenergie gegeben durch
z
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e Multiplikation mit
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e Ersetzen der Ausdricke fur E und p

’L Bl 0 dies ist die zeitabhangige
+ Wex d Schrédinger-Gleichung
(e’ 2t (DK k() *) QV in einer Dimension (1D)
kinetische potentielle
Energie Energie

e flr U = 0 beschreibt sie ein freies Teilchen
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in drei Dimensionen (3D):

Z

A
h%*(.(/ “2’“(31"%9 B%JVU( 72:“)%

-

\7 = /A  Laplace-Operator

Bemerkungen:
das Potential U beschreibt alle externen Krafte auf das Teilchen

durch Losung der Schrodinger-Gleichung kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Teilchens aus der
Wellenfunktion y flr jeden Ort x und jede Zeit t bestimmt werden.

Nocheinmal:
Die Schrodinger-Gleichung ist ein Postulat.

Quantenmechanische physikalische Effekte, die in Experimenten beobachtet werden, sind exzellent durch
diese Gleichung beschrieben.

Es gibt keine formale Herleitung fir diese Gleichung
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8.3.2 Die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung

in vielen Problemen der Quantenmechanik hangt das Potential U nicht explizit von der Zeit t ab
in diesen Fallen lasst sich die Schrddinger-Gleichung vereinfachen

fur die Wellenfunktion eines freien Teilchens gilt zum Beispiel:
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es stellt sich heraus, dass die Wellenfunktion ftir alle zeitunabh&ngigen Probleme auf diese Art und
Weise separiert werden kann

Die Schrodinger-Gleichung lautet dann
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in drei Dimensionen (3D)

Eine solche zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung kann eine oder mehrere Lésungen y; besitzen.

Die zu den verschiedenen Losungen y;gehdrenden Energien E; erklaren auf nattrliche Art die Quantisierung
der Energie, die in stabilen zeitunabhangigen Systemen experimentell beobachtet wird

8.3.3 Der Hamilton-Operator

Der Gesamtenergie-Operator E eines quantenmechanischen System kann mittels des Impuls p und des
potentiellen Energie-Operatoren U ausgedriickt werden
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... zeitunabhangige Schrédinger-Gleichung ﬁ‘? - = w
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8.4 Teilchen in einem Potentialtopf geldést mit der Schrédinger-Gleichung

ein einfaches Beispiel zur Anwendung der Schrodinger-Gleichung
betrachte ein einzelnes Teilchen (z.B. ein Elektron) in einem 1D Potentialtopf (3D in den Ubungen),

Eigenschaften des Potentials U: co | |
die Bewegung des Teilchens entlang der x-Richtung ist durch harte U
Wande in den Positionen x = 0 und x = L eingeschrankt

diese Tatsache wird durch eine Potential Umit U =0flirO<x <L
und U = « an allen tbrigen Orten beschrieben
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Bestimme die Wellenfunktion wdes Teilchens im Potentialtopf durch Losung der zeitunabhéangigen
Schrodinger-Gleichung

gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung fir
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allgemeine LOsung:
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Randbedingungen =0 fir x <0und x > L:

Y =0 = & =0
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erlaubte Energien En eines Teilchens mit der Quantenzahl n in einem Potentialtopf

PRl e
R

die unnormierte Wellenfunktion v, zur Quantenzahl n

Normierungsbedingung

L
normierte Wellenfunktion ((/ 2 < el =12,y .
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Abbildung der Wellenfunktion fiir verschiedenen Hauptquantenzahlen n:

- Wellenfunktionen yn - zugehdrige Wahrscheinlichkeitsdichten | ys|?

s |(/,3|2/\/\/\

v wmz/\/\

Bemerkungen: - Wahrscheinlichkeitsdichten hangen stark von n ab
- n = 1. hochste Wahrscheinlichkeitsdichte im Zentrum (x = L/2)
- n = 2: niedrigste Wahrscheinlichkeitsdichte im Zentrum
- klassisch Wahrscheinlichkeitsdichte ist konstant
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8.5 Erwartungswerte

alle Informationen tber ein Teilchen sind in seiner Wellenfunktion y enthalten

wir wissen bereits wie die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens an einem Ort mit einer
gewissen Koordinate bestimmt wird

um andere experimentell erfassbaren Grossen zu bestimmen werden Erwartungswerte berechnet

Beispiel aus der klassischen Physik:
Schwerpunkt einer Ansammliung von N Teilchen mit jeweils N; Teilchen bei der Koordinate x;

X Do ¢ B %, ko b Ny Xy, Z X N
T PVt Pyt aE 10, - - Z N
Quantenmechanischer Erwartungswert des Ortes:
fur ein einzelnes Teilchen, das - PMM - ,Z_;f_‘f/

sich mit der Wahrscheinlichkeit p ot oo A R, 20,
pi an der Position x; befindet :

it ey = {Cﬁ-lzo{x. 4 |W(x)|2<—>Weight

L
im kontinuierlichen Grenzfall _ S X \LV\ AKX M
= 0 2 LX)

QI ol

Allgemeiner: Erwartungswert einer Grdosse G(x) (die kein Operator ist)

<Cv\(k)7 = X & (x) \LP\Zon

x|
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Erwartungswert des Impulses

2
t letp)
betrachte Wellenpaket
- . i
| g
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V) = J C(pd e dp / \
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~ow
und die Zerlegung der Wellenfunktion w nach ebenen Wellen
lc(p)|? dp entspricht der Wahrscheinlichkeit ein Teilchen mit Impuls P
p im Intervall p + dp zu finden
Mittelwert des Impuls p
. iy 2 Problem: zur Berechnung des Mittelwertes des Impulses
Q = S Y e (P o P muss die Zerlegung der Wellenfunktion y(x) nach ebenen
- Wellen mit Impuls p bekannt sein.

Einfacherer Losungsansatz fur eine beliebige Wellenfunktion wx)
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Impulsoperator
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8.6 Operatoren fur den Impuls p und die Energie E und ihre Erwartungswerte

o Ableitung der Wellenfunktion i eines freien Teilchen nach dem Ort x und der Zeit t
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Quantenmechanische Operatoren:
s/ - & &2 &
Impuls/Orts-Operator: P = -~ > X ) X = X
Energie-Operator: g IRt - ‘>
= S 2
G t ie-O tor:
esamtenergie-Operator M A A m‘_ ¢ E P p .
1 Z A AL
Lt L =N
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Schrodinger-Gleichung folgt aus dem Hamilton- 3 t
Operator und dem Gesamtenergie-Operator T = ((/ =~ CF + U Q(/
durch Multiplikation mit der Wellenfunktion y MRAS 2
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