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1. Harmonischer Oszillator und Grundzustandsenergie

(a)

Die Wellenfunktion des Grundzustands eines harmonischen Oszil-
lators (Potential U(x) = $mw?z?) ist durch

o(x) = Ceov"/2

gegeben. Zeigen Sie, dass diese Wellenfunktion eine Losung der zeit-
unabhéngigen Schrodingergleichung darstellt und berechnen Sie so-
wohl die Normierungskonstante C' als auch die Grundzustandsener-
gie Ey.

Berechnen Sie die quantenmechanische Unschérfe des Orts Az und
des Impulses Ap im Grundzustand und vergleichen Sie das Ergebnis
mit der Heisenberg’schen Unschérferelation.

Ein Pendel mit einer Masse von 1 g am Ende eines masselosen Fa-
dens der Lange 250 mm oszilliert mit einer Frequenz von w = /g/I.
Wie gross ist die quantenmechanische Grundzustandsenergie? Wie
leicht kénnen diese Oszillationen detektiert werden?

Das Pendel schwingt mit einer kleinen Amplitude, bei der sich die
Masse maximal 1 mm oberhalb seiner Gleichgewichtsposition be-
findet. Wie lautet die entsprechende Quantenzahl?

2. Harmonischer Oszillator

(a)

Der Vernichtungsoperator eines harmonischen Oszillators der Masse
m und Kreisfrequenz w mit Potential V (z) = $mw?2? ist durch

1
2mhw

a= (mwa + ip)
gegeben. Zeigen Sie, dass die Relation [a,al] = 1 gilt.
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(b) Berechnen Sie durch Anwendung des Erzeugungsoperators ausge-
hend vom Grundzustand

mw\ 1/4 2
_ (= —mwz? /2h
Yo(2) ( hr ) ¢

den ersten angeregten Zustand ¢ (z).

(¢) Wie lautet der Erwartungswert der Energie O = hw(f + 1/2) mit
dem Teilchenzahloperator 7 = a'a fiir den Zustand v, (z)?

(d) Ein harmonische Oszillator mit einer Frequenz von v = w/(27) =
10 GHz befinde sich im Superpositionszustand ¢ (z, tg) = (2to(z) +
Y1(x))/+/5. Geben Sie einen Ausdruck fiir die Zeitentwicklung 1 (x, t)
des Systems an und berechnen Sie, nach welcher Zeit das System
wieder in den Anfangszustand ¢ (x,to) zuriickkehrt.

3. Bahndrehimpuls im Wasserstoffatom

(a) Berechnen Sie den Bahndrehimpuls |L| eines Elektrons im Wasser-
stoffatom fiir Zusténde mit [ = 3 und skizzieren Sie die méglichen
magnetische Quantenzahlen in einem Vektordiagramm.

(b) Nehmen Sie an, dass ¢,,, ein Eigenzustand zum Operator L. mit
Eigenwert hm,; ist. Beniitzen Sie die Relationen aus Serie 7 - Auf-
gabe 2 um zu zeigen, dass die Zustédnde f)ﬂﬁml Eigenzustéinde von
L. zum Eigenwert %i(m; + 1) sind.

(c) Leiten Sie die Form der (unnormierten) Eigenzusténde ¢;, ausge-
hend von den Bedingungen L, ¢;, = 0 und L.¢;, = hi¢;, her.

4. Superposition von Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms
Jeder elektronische Zustand des Wasserstoffatoms kann durch eine Line-
arkombination der Basiszustande 1y, m(r,0,¢0) = Ryui(r)Yim, (6, ¢) be-
schrieben werden. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Zustande 1, 1 .,
sind symmetrisch um die z-Achse. Zeigen Sie dies explizit fiir 19 ,,. Was
konnen Sie zusétzlich iiber die Symmetrie des 120 ¢ Zustandes aussagen?
(Hinweis: Der Radialteil der Wellenfunktion R,,; ist sphérisch symme-
trisch fiir alle n und [.)

[3]
> 2

1]

3]

[13]

D=



VI. Mathematica (optional)

Ein parametrischer harmonischer Oszillator ist ein harmonischer Oszil-
lator, dessen Parameter sich als Funktion der Zeit &ndern. Ein bekanntes
Beispiel ist ein Kind auf einer Schaukel, das durch periodische Anderung
seines Schwerpunktes immer héher schaukelt. Zeigen Sie ausgehend von
dem in der Zusatzvorlesung gezeigten Beispiel (mathematica5.nb), wie
sich die Energie eines anfianglich im Grundzustand praparierten Teil-
chens in einem harmonischen Oszillatorpotential &ndert, wenn das Po-
tential geméss der Formel

V= %k(l + Acoswyt)x?

oszilliert. Die Masse des Teilchen ist (in dimensionslosen Einheiten) m =
1, die Kraftkonstante £ = 30 und die Amplitude der parametrischen Os-
zillation ist A = 0.2. Erstellen Sie ein Diagramm der Energie als Funktion
der Zeit ¢t von t = 0 bis t = 3T = 3(27/w) fiir die beiden Fille w, = w
und w, = 2w, wobel w = y/k/m die stationédre Oszillatorfrequenz ist.
Die Energie kann {iber das stationére Oszillatorpotentials mit A = 0
berechnet werden, E(t) = [ *(t)He(t)dx.
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